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Teilbarkeit, Faktorielle Ringe, Hauptidealringe

1. Sei K ein Körper. Zeige, dass KrX2, X3s Ă KrXs ein Integritätsbereich, aber
nicht faktoriell ist.

2. Sei R ein faktorieller Ring.

(a) Seien a, b, c P R. Zeige:

c|ab, ggTpa, cq „ 1 ùñ c|b.

(b) Sei u P Rˆ, und seien p1, . . . , pn Primelemente von R. Zeige, dass die Teiler
von up1 ¨ ¨ ¨ pn genau die Elemente der Form v ¨

ś

iPI pi sind für alle v P Rˆ

und alle Teilmengen I Ă t1, . . . , nu.

3. Betrachte Elemente a1, . . . , an eines faktoriellen Rings R. Ein Element b P R mit
@i : ai|b heisst gemeinsames Vielfaches von a1, . . . , an.

(a) Zeige, dass ein gemeinsames Vielfaches b von a1, . . . , an existiert, so dass für
jedes gemeinsame Vielfache b1 von a1, . . . , an gilt b|b1.

(b) Zeige, dass dieses kleinste gemeinsame Vielfache von a1, . . . , an eindeutig bis
auf Assoziiertheit ist. Wir bezeichnen jedes solche mit kgVpa1, . . . , anq.

(c) Zeige, dass ggTpa1, a2q ¨ kgVpa1, a2q „ a1 ¨ a2 gilt.

4. Seien a and b positive ganze Zahlen. Beweise unter Verwendung der Isomorphie-
sätze die Identität

ggTpa, bq ¨ kgVpa, bq “ ab.

5. Sei R ein Hauptidealring. Zeige, dass jedes von Null verschiedene Primideal in R
maximal ist.
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6. Im Ring R :“ Zri
?

5s Ă C gilt die Gleichheit

6 “ 2 ¨ 3 “ p1` i
?

5qp1´ i
?

5q.

Zeige:

(a) Die Funktion N : R Ñ Zě0, z “ a ` bi
?

5 ÞÑ |z|2 “ a2 ` 5b2 ist multiplikativ
(das heisst, @α, β P R : Npαβq “ NpαqNpβq).

(b) Rˆ “ tu P R | Npuq “ 1u “ t˘1u.

(c) Die Elemente 2, 3, 1` i
?

5, 1´ i
?

5 sind unzerlegbar in R.

(d) Die Elemente 2, 3, 1` i
?

5, 1´ i
?

5 sind keine Primelemente in R.

(e) Für das Ideal I “ p2, 1` i
?

5q gilt I ¨ I “ p2q.

(f) I ist kein Hauptideal von R.

(g) I ist ein maximales Ideal von R.

(h) R ist nicht faktoriell.

*7. Für p P C sei Sp die Menge aller Paare pU, fq bestehend aus einer offenen Umge-
bung U Ă C von p und einer holomorphen Funktion f : U Ñ C. Zwei solche Paare
pU1, f1q und pU2, f2q nennen wir äquivalent, falls eine Umgebung V Ă U1 X U2

von p existiert mit f1|V “ f2|V . Dies ist eine Äquivalenzrelation auf Sp, und wir
bezeichnen die Menge der Äquivalenzklassen mit Op. Die Elemente von Op heissen
Keime holomorpher Funktionen in p.

(a) Zeige, dass die Addition und Multiplikation von holomorphen Funktionen
eine Ringstruktur auf Op induzieren.

(b) Entscheide, ob Op ein Hauptidealring ist.
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