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Prof. Richard Pink .
Serie 14

POLYNOMRINGE, IRREDUZIBILITATSKRITERIEN

1. Bestimme den verallgemeinerten Inhalt der folgenden Polynome:
(a) f(X):=1X?—-3X%+2X — 1 e Q[X] beziiglich R = Z.
(b) g(X):=1X? —1X? 4+ 1 X — 1 € Q[X] beziiglich R = Z.
(c) h(X):= (Y2 +3)’X + Y* — 9 € Q(Y)[X] beziiglich R = Q(Y).
2. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K. Zeige: Ist f € K[X] normiert,
so ist I(f) ~ X fiir ein r € R\ {0}.
3. Bestimme alle irreduziblen Polynome vom Grad < 5 in Fy[ X].
4. Seien K ein Korper und f € K[X] ein Polynom von ungeradem Grad. Zeige, dass
Y2+Y + fe K[X,Y]
irreduzibel ist.

5. Zeige, dass die folgenden Polynome irreduzibel sind:

(a) f(X):=X®—3X2+2X —3¢eQ[X]
(b) g(X):=7X% - X2 +4X — 2 € Q[X]
(¢) h(X):= X®+4X? + 14X + 40 € Q[X]

6. Zeige, dass die folgenden Polynome irreduzibel sind:

(a) $X? +2X?+3X —1€Q[X].
(b) X3+ 8iX%—6X — 1+ 3i € Z[i][X]. (Benutze Aufgabe 2 von Serie 13.)

)

(¢) Xt+Y™+ Z"e C[X,Y, Z] fiir beliebige £,m,n > 1.

(a) Lagrange-Interpolation: Sei K ein Korper, seien ay, . .., a,, € K paarweise ver-
schieden, und seien by, . .., b,, € K beliebig. Zeige, dass es genau ein Polynom
f e K[X] vom Grad < m gibt mit f(a;) = b; fiir alle 0 < i < m.

Hinweis: Benutze die Vandermondesche Determinante oder betrachte fiir alle

0 <7 < m die Polynome
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(b)

Zerlege X° + X* + 1 € Z[X] in Primfaktoren mit folgendem Verfahren.

Ezplizite Primfaktorzerlequng nach Kronecker: Sei f € Z[X] ein primitives
Polynom vom Grad n. Wir nehmen an, f habe eine (noch unbekannte) Fak-
torisierung f = g - h mit g,h € Z[X] und m := deg(g) < 5. Um diese zu
finden, wihlen wir irgendwelche paarweise verschiedene ay, . . ., a,, € Z. Dann
muss g(a;)|f(a;) in Z fur alle ¢ gelten. Falls f(a;) = 0 fiir ein ¢ ist, kann
X —a; von [ abgespaltet werden und mit + I weiter gearbeitet werden. An-
dernfalls hat f(a;) fiir jedes ¢ nur endlich v1e1e Teiler in Z. Fiir jedes System
von Teilern b;| f(a;) liefert (a) hochstens einen Kandidaten fiir ¢ in Z[X] mit
g(a;) = b;, fiir den man testet, ob er f teilt.

Beschreibe einen analogen Algorithmus fiir Polynome in beliebig vielen Va-
riablen iiber Z.



