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Prof. Richard Pink

Musterlösung Serie 14

Polynomringe, Irreduzibilitätskriterien

1. Bestimme den verallgemeinerten Inhalt der folgenden Polynome:

(a) fpXq :“ 1
2
X3 ´ 3X2 ` 2X ´ 1

3
P QrXs bezüglich R “ Z.

(b) gpXq :“ 1
4
X3 ´ 1

7
X2 ` 1

6
X ´ 1

2
P QrXs bezüglich R “ Z.

(c) hpXq :“ pY 2 ` 3q2X ` Y 4 ´ 9 P QpY qrXs bezüglich R “ QpY q.

Lösung : Es gilt

Ipfq „ 1
6
¨ Ip3X3 ´ 18X2 ` 12X ´ 2q „ 1

6
¨ ggTp3, 18, 12, 2q „ 1

6
,

Ipgq „ 1
84
¨ Ip21X3 ´ 12X2 ` 14X ´ 42q „ 1

84
¨ ggTp21, 12, 14, 42q „ 1

84

Sodann gilt pY 4 ´ 9q “ pY 2 ´ 3qpY 2 ` 3q und daher

hpXq “ pY 2
` 3q ¨

`

pY 2
` 3qX ` pY 2

´ 3q
˘

.

Wegen pY 2 ` 3q ´ pY 2 ´ 3q “ 6 P Rˆ sind Y 2 ` 3 und Y 2 ´ 3 teilerfremd, und
daraus folgt

Iphq „ pY 2
` 3q ¨ ggTpY 2

` 3, Y 2
´ 3q „ Y 2

` 3.

2. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper K. Zeige: Ist f P KrXs normiert,
so ist Ipfq „ 1

r
für ein r P Rr t0u.

Lösung : Schreibe f “
řn
i“0

ai
bi
Xn für n P Zě0 und Koeffizienten a0, . . . , an P R

und b0, . . . , bn P Rr t0u mit ggTpai, biq „ 1. Setze ausserdem r :“ kgVpb0, . . . , bnq.
Wir wollen zeigen, dass rf primitiv ist, woraus dann mit Ipfq „ 1

r
Iprfq „ 1

r
die

Aussage folgt.

Zunächst ist r ein Vielfaches jedes bi und somit ist rf P RrXs. Da f normiert ist,
ist r der führende Koeffizient von rf . Deswegen ist r ein Vielfaches von Iprfq.
Sei r “ u

ś

iPI p
µi
i eine Primfaktorzerlegung mit µi ě 1 für alle i P I. Da r als

kleinstes gemeinsames Vielfaches von b0, . . . , bn definiert ist, existiert für jedes
i P I ein 1 ď j ď n, sodass pµij |bj ist. Der j-te Koeffizient von rf ist gegeben
durch

ajr

bj
und wird nicht von pj geteilt, da aj und bj teilerfremd sind. Somit gibt

es keinen Primfaktor, der Iprfq teilt, somit ist rf primitiv.
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3. Bestimme alle irreduziblen Polynome vom Grad ď 5 in F2rXs.

Lösung :

• Als lineare Polynome sind X und X ` 1 P F2rXs irreduzibel.

• Ein Polynom vom Grad 2 oder 3 über einem Körper K ist genau dann irre-
duzibel, wenn es keinen Faktor vom Grad 1, also keine Nullstelle in K hat.
In unserem Fall sind dies genau die Polynome X2 `X ` 1 und X3 `X2 ` 1
und X3 `X ` 1.

• Ein Polynom f P F2rXs vom Grad 4 oder 5 ist genau dann irreduzibel, wenn
es keinen Faktor vom Grad 1 hat und es nicht Produkt von irreduziblen
Polynomen vom Grad 2 oder 3 ist. Deshalb sind genau die Polynome vom
Grad 4 und 5 irreduzibel, die keine Nullstellen in F2 haben und nicht gleich

X4 `X2 ` 1 “ pX2 `X ` 1q2,
X5 `X ` 1 “ pX2 `X ` 1qpX3 `X2 ` 1q,
X5 `X4 ` 1 “ pX2 `X ` 1qpX3 `X ` 1q

sind. Nachrechnen liefert folgende irreduzible Polynome:

X4 `X3 `X2 `X ` 1 X5 `X4 `X3 `X2 ` 1 X5 `X3 ` 1
X4 `X3 ` 1 X5 `X4 `X3 `X ` 1 X5 `X2 ` 1
X4 `X ` 1 X5 `X4 `X2 `X ` 1

X5 `X3 `X2 `X ` 1

Insgesamt gibt es somit 14 irreduzible Polynome vom Grad ď 5 in F2rXs.

4. Seien K ein Körper und f P KrXs ein Polynom von ungeradem Grad. Zeige, dass

Y 2
` Y ` f P KrX, Y s

irreduzibel ist.

Lösung : Wir betrachten p :“ Y 2 ` Y ` f als Element von RrY s für R :“ KrXs.
Nimm an, es gebe eine Faktorzerlegung f “ a ¨ b mit Nicht-Einheiten a, b P RrY s.
Schreibe

a “ αY i` kleinere Terme in Y ,
b “ βY j` kleinere Terme in Y

mit α, β P R r t0u. Dann gilt αβY i`j “ Y 2, also αβ “ 1 und i ` j “ 2. Somit
sind α, β P Rˆ “ KrXsˆ “ Kˆ. Wegen a, b R RrY sˆ müssen dann i, j ą 0 sein,
also i “ j “ 1. Schreibe a “ αY ` γ mit γ P R und setze δ :“ ´α´1γ P R. Dann
ist Y “ δ eine Nullstelle von a. Somit ist es auch eine Nullstelle von p, das heisst,
es gilt δ2 ` δ ` f “ 0. Also ist degXpfq “ degXp´δ

2 ´ δq “ 2 ¨ degXpδq gerade, im
Widerspruch zur Annahme.
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5. Zeige, dass die folgenden Polynome irreduzibel sind:

(a) fpXq :“ X3 ´ 3X2 ` 2X ´ 3 P QrXs
(b) gpXq :“ 7X3 ´X2 ` 4X ´ 2 P QrXs
(c) hpXq :“ X5 ` 4X2 ` 14X ` 40 P QrXs

Lösung : Alle genannten Polynome liegen in ZrXs und sind primitiv; also sind sie
irreduzibel in QrXs genau dann, wenn sie irreduzibel in ZrXs sind.

(a) Das Polynom fpXq “ X3 ´ 3X2 ` 2X ´ 3 ist in QrXs irreduzibel, da seine
Reduktion X3 `X2 ` 1 modulo 2 auch Grad 3 hat und irreduzibel in F2rXs
ist.

(b) Das Polynom gpXq “ 7X3´X2`4X´2 hat die Reduktion X3`2X2`X`1
modulo 3. Letztere hat ebenfalls Grad 3 und keine Nullstelle in F3. Daher ist
sie irreduzibel in F3rXs. Somit ist g in QrXs irreduzibel.

(c) Die Reduktion von hpXqmodulo 2 istX5 und nützt uns nichts. Die Reduktion
modulo 3 hat die Faktorisierung in irreduzible pX3`2X`1qpX2`1q. Also ist h
entweder irreduzibel, oder es ist ein Produkt von irreduziblen Polynomen der
Grade 2 und 3. Die Reduktion modulo 5 hat die Faktorisierung in irreduzible
pX4` 4X` 4qX. Also ist der zweite Fall nicht möglich, und h ist irreduzibel.
Aliter: Die Reduktion von hpXq modulo 7 ist irreduzibel vom selben Grad;
also ist h irreduzibel.

6. Zeige, dass die folgenden Polynome irreduzibel sind:

(a) 1
3
X3 ` 5

2
X2 ` 3X ´ 1 P QrXs.

(b) X3 ` 8iX2 ´ 6X ´ 1` 3i P ZrisrXs. (Benutze Aufgabe 2 von Serie 13.)

(c) X` ` Y m ` Zn P CrX, Y, Zs für beliebige `,m, n ě 1.

Lösung :

(a) Sei fpXq :“ 1
3
X3 ` 5

2
X2 ` 3X ´ 1. Da 6 eine Einheit in Q ist, ist

fpXq „ 6fpXq “ 2X3
` 15X2

` 18X ´ 6

und es genügt zu zeigen, dass dieses irreduzibel ist. Dieses erfüllt die Voraus-
setzungen im Eisenstein-Kriterium für das Primelement 3 P Z und ist folglich
irreduzibel in ZrXs. Daher ist es und damit f auch irreduzibel in QrXs.

(b) Nach Aufgabe 2 von Serie 13 ist Zris faktoriell und ´1` 3i “ p1` iqp1` 2iq
eine Zerlegung in zueinander nicht assoziierte Primelemente von Zris. Daher
gilt p1` iq | p´1`3iq und p1` iq2 - p´1`3iq. Ausserdem ist 2 “ p1` iqp1´ iq
und damit 1 ` i auch einTeiler von 8i und ´6. Somit erfüllt das Polynom
X3 ` 8iX2 ´ 6X ´ 1` 3i die Bedingungen des Eisenstein-Kriteriums für das
Primelement p “ 1` i in ZrisrXs und ist daher irreduzibel.

3



(c) Als Element von CrY, ZsrXs ist das Polynom F :“ X``Y m`Zn normiert und
daher primitiv, und sein konstanter Koeffizient ist G :“ Y m ` Zn P CrY, Zs.
Wir behaupten, dass G einen irreduziblen Faktor P P CrY, Zs der Multipli-
zität 1 besitzt. Für diesen erfüllt F das Eisensteinkriterium und ist daher
irreduzibel. Um P zu finden, betrachten wir G als Element von CrZsrY s. Als
solches ist es normiert und folglich ein Produkt von normierten irreduziblen
Polynomen in CrZsrY s. Schreibe also G “

ś

i P
µi
i mit paarweise verschiede-

nen normierten irreduziblen Polynomen Pi P CrZsrY s mit degY pPiq ě 1 und
Exponenten µi ě 1. Einsetzen von Z “ 1 liefert dann Y m` 1 “

ś

i PipY, 1q
µi

mit normierten Polynomen PipY, 1q vom Grad ě 1 in CrY s. Aber das Po-
lynom Y m ` 1 hat keine mehrfachen Nullstellen in C. Deshalb müssen alle
µi “ 1 sein, und jedes Pi hat die gewünschte Eigenschaft.

7. (a) Lagrange-Interpolation: Sei K ein Körper, seien a0, . . . , am P K paarweise ver-
schieden, und seien b0, . . . , bm P K beliebig. Zeige, dass es genau ein Polynom
f P KrXs vom Grad ď m gibt mit fpaiq “ bi für alle 0 ď i ď m.

Hinweis: Benutze die Vandermondesche Determinante oder betrachte für alle
0 ď i ď m die Polynome

m
ź

j“0
j‰i

X ´ aj
ai ´ aj

.

(b) Zerlege X5 `X4 ` 1 P ZrXs in Primfaktoren mit folgendem Verfahren.

Explizite Primfaktorzerlegung nach Kronecker: Sei f P ZrXs ein primitives
Polynom vom Grad n. Wir nehmen an, f habe eine (noch unbekannte) Fak-
torisierung f “ g ¨ h mit g, h P ZrXs und m :“ degpgq ď n

2
. Um diese zu

finden, wählen wir irgendwelche paarweise verschiedene a0, . . . , am P Z. Dann
muss gpaiq|fpaiq in Z für alle i gelten. Falls fpaiq “ 0 für ein i ist, kann
X´ai von f abgespaltet werden und mit f

X´ai
weiter gearbeitet werden. An-

dernfalls hat fpaiq für jedes i nur endlich viele Teiler in Z. Für jedes System
von Teilern bi|fpaiq liefert (a) höchstens einen Kandidaten für g in ZrXs mit
gpaiq “ bi, für den man testet, ob er f teilt.

*(c) Beschreibe einen analogen Algorithmus für Polynome in beliebig vielen Va-
riablen über Z.

Lösung :

(a) Sei Pm der K-Vektorraum alles Polynome f P KrXs vom Grad ď m und
betrachte die K-lineare Abbildung

α : Pm ÝÑ Km`1, f ÞÝÑ pfpa0q, . . . , fpamqq.

4



Die Darstellungsmatrix von α bezüglich der Basis t1, X,X2, . . . , Xmu von Pm
und der Standardbasis von Km`1 ist

A “

¨

˚

˚

˚

˝

1 a0 ¨ ¨ ¨ am0
1 a1 ¨ ¨ ¨ am1

...
1 am ¨ ¨ ¨ amm

˛

‹

‹

‹

‚

.

Die Determinante von A ist genau die Vandermondesche Determinante und
daher gleich

ś

0ďiăjďmpaj ´ aiq. Hier sind alle Faktoren ungleich Null, da
a0, . . . , am paarweise verschieden sind. Somit ist detpAq ‰ 0 und α ein Iso-
morphismus, das heisst, bijektiv. F’ur jede Wahl von b0, . . . , bm P K existiert
daher genau ein Polynom f P Pm mit fpaiq “ bi für alle 0 ď i ď m.

Aliter: Für jedes 0 ď i ď m betrachte das Polynom

fipXq :“
m
ź

j“0
j‰i

X ´ aj
ai ´ aj

P KrXs

vom Grad m. Dieses erfüllt fipaiq “ 1 und fipajq “ 0 für j ‰ i. Für beliebige
b0, . . . , bm P K ist daher

f :“ b0f0 ` ¨ ¨ ¨ bmfm P KrXs

ein Polynom vom Grad ď m mit fpaiq “ bi für alle 0 ď i ď m.

Falls g P KrXs ein zweites Polynom vom Grad ď m mit fpaiq “ bi für alle i
ist, hat f ´g mindestens die m`1 Nullstellen a0, . . . , am P K. Dies ist wegen
degpf ´ gq ď m nur für f ´ g “ 0 möglich. Somit ist f eindeutig.

(b) Als normiertes Polynom hat fpXq :“ X5 ` X4 ` 1 P ZrXs eine Primfak-
torzerlegung in normierte Polynome. Daher suchen wir nur normierte Teiler
von f .

Wir prüfen zuerst nach, ob f einen normierten Teiler gpXq :“ X ´ a vom
Grad 1 hat, was äquivalent zur Existenz einer Nullstelle a P Z von f ist. Für
einen solchen Teiler g müsste a “ gp0q | fp0q “ 1, also a “ ˘1 gelten. Jedoch
sind 1 und ´1 keine Nullstellen von f . Somit hat f keine Teiler vom Grad 1.

Nun suchen wir normierte Teiler gpXq :“ X2 ` aX ` b vom Grad 2 von f .
Wir wählen a0 :“ ´1, a1 :“ 0 und a2 :“ 1. Wegen gpaiq | fpaiq für i “ 0, 1, 2
muss dann gp´1q P t˘1u und gp1q P t˘1,˘3u und b “ gp0q P t˘1u gelten.
Aus Letzterem und dem Ansatz für g folgt

gp´1q ` gp1q “ 2` 2b P t0, 4u.

Daher bleiben nur die Möglichkeiten

pgp´1q, gp0q, gp1qq “ pgp´1q, b, gp1qq “ p´1,´1, 1q, p1,´1,´1q, p1, 1, 3q.
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Diese ergeben für g die Kandidaten X2`X´1, X2´X´1 und X2`X`1.
Mit Polynomdivision prüft man nach, dass davon nur X2 `X ` 1 ein Teiler
von f ist und

fpXq “ pX2
`X ` 1qpX3

´X ` 1q

gilt. Da f keine Teiler vom Grad 1 hat, können die in dieser Zerlegung auf-
tretenden Faktoren nicht weiter zerlegt werden. Somit haben wir eine Prim-
faktorzerlegung von f gefunden.

*(c) Siehe van der Waerden, Algebra I, §32.
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