D-MATH Algebra I HS 2022
Prof. Richard Pink . )
Musterlosung Serie 1

GRUPPEN, UNTERGRUPPEN

1. In welchen der folgenden Fiélle ist (G, =) eine Gruppe?

(a) G:=Rmit x=y:=x+y— xy.
(b) G := R3 mit dem Kreuzprodukt z =y := x x y.

(c¢) G das offene Intervall (—1,1) mit z »y := 11;?{1,

Losung: Wir iiberpriifen in allen Féllen die Gruppenaxiome:
(a)
e Die Verkniipfung = ist assoziativ: Fiir alle z,y, z € G gilt

(xxy)*xz = (x+y—ay)+z—(x+y—ay)z
rT+y+z—xy—22—Yz+ Y=z
v+ (y+z2—yz)—z(y+2z—y2)

= e (yea).

e Die Verkniipfung besitzt das neutrale Element 0 € G.

e Ein Element x € GG ist genau dann invertierbar, wenn ein y € GG existiert mit
r+y—xzy=0, also ylr—1)==x.

Fir z # 1 hat diese Gleichung die Losung y = —*;. Fiir # = 1 hat die
Gleichung keine Losung; somit ist das Element 1 € G nicht invertierbar.

Also ist G keine Gruppe.

Bemerkung: Immerhin ist aber R \ {1} mit der Verkniipfung = eine Gruppe. Die
Abbildung R\ {1} - R~ {0}, t — 1 —t ist ein Isomorphismus von (R~ {1}, *,0)
auf (R~ {0},-,1).

(b) Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ. Beispielsweise gilt (z x y) x y # 0 und
x x (y x y) = 0 fiir je zwei R-linear unabhéingige Elemente x,y € R3. Also ist G
keine Gruppe.

(c) Hier gilt es zunéchst zu verifizieren, dass G = (—1,1) abgeschlossen ist unter
der gegebenen Verkniipfung = (also, dass diese wohl-definiert ist): Fiir alle x,y € G
gilt 1 + 2y > 0 und

r+y (1+z)(1+y

)
= = -1 > -1
ey 1+ xy 1+ ay ’




sowie . .
+ — —
1+ 2y 1+ azy
Also haben wir gezeigt, dass = =y € (—1,1) ist. Nun iiberpriifen wir die Grup-

penaxiome fiir alle z,y, z € G:

e Die Verkniipfung = ist assoziativ, denn eine direkte Rechnung zeigt:
rT+y+z+aryz
l+ay+22+y2

(Try)xz = = x#(y=*2).

e Die Verkniipfung = besitzt das linksneutrale Element 0 € GG, denn

Xz
Oz = = = z.
* T 1 xr

e Ausserdem hat x das Linksinverse —z wegen
—Tr+x
—x)+x = ———— = 0.
(-2)»a 1+ (—x) -z
Somit ist (G, *) eine Gruppe.
Bemerkung: Die Abbildung (-1,1) — R, t — # ist ein Isomorphismus von
((—1, 1),*,0) auf (R, +,0).

. Entscheide, fiir welche Werte a, b, c € R die Verkniipfung z =y := ax + by + ¢ eine
Gruppenstruktur auf R definiert.

Losung: Wir iiberpriifen die Gruppenaxiome:

e Ein Element e € R ist genau dann ein beidseitiges neutrales Element beziiglich ,
wenn fiir alle x € R gilt

ar+be+c=2x und ae+bxr+c=uzx.

Dafiir, dass diese Gleichungen eine von z unabhéngige Losung besitzen, erhal-
ten wir durch Koeffizientenvergleich die notwendigen Bedingungen a = b = 1.
Wenn diese gelten, dann sind beide Gleichungen von e = —c erfiillt.

e Assoziativitédt: Unter den Bedingungen a = b = 1 zeigt eine direkte Rechnung,
dass fiir alle z,y, z € R gilt:

(xxy)xz=x+y+z+2c=x=x(y=2z).

e Seien weiterhin ¢ = b = 1 und e = —c. Dann ist ein Element x € R genau
dann invertierbar beziiglich *, wenn ein y € R existiert mit

rT+y+c=—c

Diese Gleichung hat (ohne weitere Bedingungen) die Losung y = —z — 2c.
Also sind alle z € R invertierbar.



Wir haben also gezeigt, dass = genau dann eine Gruppenstruktur auf R definiert,
wenn a = b = 1 gilt, unabhéngig von dem Wert von c.

Bemerkung: Dann ist die Abbildung R — R, t — t + ¢ ein Isomorphismus von
(R, #,e) nach (R, +,0).

. Sudoku fiir Mathematiker: Vervollstandige die Verkniipfungstafel auf der Menge
G = {1,2,3,4,5,6} beziehungsweise G := {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, so dass (G,0)
eine Gruppe ist. Welches Element ist jeweils das Einselement? Ist die Gruppe
kommutativ?
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Losung: The two sudokus given here can be filled in completely with the following
method.

Strategy: First identify the identity element — call it e — by a relation of the form
ea = a or ae = e. This allows one to fill in the row and column of e. Next, any
entry e in the table is a relation of the form ab = e. This means that a=! = b and
implies the next entry ba = e. One might find two relations aa = b and ab = e,
from which one deduces that a® = e and hence two more entries ba = e and bb = a.
Next, use any known relation of the form a=' = b to transform any relation of the
form bc = d into ¢ = ad. If in addition d~! = f, deduce similarly that c¢f = a.
Likewise transform c¢b = d into ¢ = da and perhaps into fc = a. Keep track
of which relations have been used in this way, perhaps by circling the respective
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entries. When these rules yield no other entries, try applying the fact that every
row and column must contain every digit precisely once. To any entry found with
this rule, apply the previous rules, and repeat. One obtains:

o

W[ = Ol O | D] =
S| Y x| W DN ] DN
U O | DN Q| = W
o= o] ot ] wol]
=N Q| = U1 &Oy|| Ot
el —|l o ol o

| O || W DN —

From the above table, one can see that 2 is the identity element. Since the group
table is not symmetric across the diagonal, the group is not abelian. It is in fact
isomorphic to the dihedral group Ds.

o[ t[2]3]4[5[6]7]8]9]
1 9]8]5]1]7]2]3]|6]4
28 [3[4]2[1][7]9]5]6
35(4]23[8]9]6]1]7
I1]2]3]4[5]6]7]3]9
5 7(1]s]5]6]4]2]9]3
612[7[9]6[4[5]1]3]s
T3]9]6]7]2]1]8]4]5
SI6(5[18]9]3]4]7]2
o467 /9]3[8]5]2]1

The identity element is 4. Here the table is symmetric across the diagonal, so the
group is abelian. It is in fact isomorphic to C3 x Cj.

*4. Zeige, dass auf jeder nicht-leeren Menge eine Gruppenstruktur definiert werden
kann.
Hinweis: Es darf ohne Beweis benutzt werden, dass jede unendliche Menge gleich
méchtig ist wie die Menge ihrer endlichen Teilmengen.

Losung: Sei X eine beliebige nicht-leere Menge. Wir verfolgen folgende Strategie:
Zunéchst finden wir eine Gruppe (G, =, e¢), die gleich méchtig ist wie X. Dann
wihlen wir eine bijektive Abbildung f: X — G und iibertragen die Gruppenstruk-
tur auf X mittels f. Das heisst, fiir alle z,y € X setzen wir =y := f~'(f(z)=f(g))
sowie ex 1= f1(eg).

Behauptung: Dann ist (X, =, ex) eine Gruppe.

Bewezs:



e Assoziativitit: Fiir alle x,y, z € X gilt

(xy)sz =

f
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e Linksneutrales Element: Fiir alle z € X gilt

fHea) s = [T (eq)) = fz) = f~

e Linksinverses Element: Fiir alle x € X gilt

@) s = TN (f) )= f(2)

Bewes:

gleich méchtig wie die Menge G :=
Verkniipfung AA B :=

Behauptung: Diese definiert eine Gruppenstruktur auf G.

(AU B) ~

e Assoziativitdt: Fir alle A, B,C € G gilt

(AAB)AC

e Neutrales Element: Fiir die leere Menge @ € GG und alle A € G gilt

AN =0 AA=

o Inverses Element: Jedes Element A € (G ist zu sich selbst invers:

(AnBnC)

AA(BAC).

AAA =

(Au @)~

(AU A)~

UAN(BUO))u

(An A)

(An @)

<z>)
FW) = £(2))
« £(2))
)+ f(2)))
(f(y) + f(2))))

)

=AA=0.

(B~ (AU Q)

= Ao =A.

Es bleibt, eine Gruppe G zu finden, die gleich méchtig ist wie X. Falls X endlich
mit n Elementen ist, so konnen wir fiir G die zyklische Gruppe Z,, mit n Elementen
wéhlen. Nehmen wirs also an, X sei unendlich. Nach dem Hinweis ist X dann
{A < X | A endlich}. Auf G definieren wir die
(An B).

u(C~(AuB))
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6.

Aliter: Sei V' der Fo-Vektorraum aller Systeme a = (a;)zex mit a, € Fy fiir alle
x € X und a, = 0 fir fast alle x € X. Zu jedem solchen System assoziiere die
Teilmenge X, := {z € X | a, = 1}. Dies liefert eine Bijektion von V' auf die Menge
aller endlichen Teilmengen von X. Deren Kardinalitét ist also einerseits gleich der
von V', und andererseits nach dem Hinweis gleich der von X. Die additive Gruppe
von V ist also eine Gruppe derselben Kardinalitat wie X.

. Sei G eine Menge mit einer assoziativen bindren Operation o: G x G — G und ei-

nem linksneutralen Element e € G, so dass jedes Element a € G ein Rechtsinverses
besitzt, das heisst, ein Element o’ € G mit aod’ = e. Ist (G, 0, e) dann immer eine
Gruppe?

Losung: Nein, wie das folgende Beispiel zeigt: Sei X eine beliebige Menge der
Kardinalitdt > 1 zusammen mit der Abbildung

XxX =X, (r,y)—>zoy:=y
und einem beliebigen ausgezeichneten Element e. Fiir alle x,y, 2z € X gilt dann
zo(yoz) = goz = 2 = yoz = (voy)oz,

also ist das Assoziativgesetz erfiillt. Fiir alle x € X gilt weiter e o x = z, also ist e
ein linksneutrales Element. Fiir jedes z € X gilt ausserdem x oe = e, also ist e ein
rechtsinverses Element zu x. Somit sind alle genannten Bedingungen erfiillt. Fiir
jedes z € X \ {e} ist aber x 0 e = e # x, somit ist e kein rechtsneutrales Element.
Dabher ist (X, o, e) keine Gruppe.

Aliter: Die Menge aller Matrizen G := {({ g) |aeR*,be R} zusammen mit der

Einschréinkung der Matrixmultiplikation und dem linksneutralen Element ((1) 8).

Aliter: Die Menge R~ {0} mit der Operation (z,y) — |z|-y und dem linksneutralen
Element 1.

Sei G eine Gruppe. Zeige:
(a) Eine Teilmenge U c G ist eine Untergruppe genau dann, wenn sie nichtleer
ist und UU! < U gilt.

(b) Eine endliche Teilmenge U < G ist eine Untergruppe genau dann, wenn sie
nichtleer ist und UU < U gilt.

(c¢) Fiir Untergruppen U und V ist UV genau dann eine Untergruppe von G,
wenn UV = VU gilt.

(d) Fiir Untergruppen U und V ist U u V genau dann eine Untergruppe von G,
wenn U <V oder V < U gilt.



Losung:

(a)

Ist U eine Untergruppe, so ist sie wegen 15 € U nichtleer, und fiir alle u, v € U
ist zuerst v=! € U und dann uv=! € U; somit gilt UU~! < U.

Sei umgekehrt U < G nichtleer mit UU ! < U. Mithilfe irgendeines Elements
ug € U folgt dann 1g = upuy* € UU™ < U. Fiir jedes u € U folgt daraus
weiter ™t = lgu™! € UU™! < U. Fiir alle u,v € U folgt aus diesem dann
auch vu = v(u™')"' e UU < U. Also ist U eine Untergruppe.

Wir miissen zeigen, dass fiir jede nichtleere endliche Teilmenge U < G mit
UU < U auch U~! < U gilt. Betrachte dafiir ein Element v € U. Dann ist
u! = u € U, und wenn u" € U ist fiir irgendeine ganze Zahl n > 1, dann
ist auch u"*' = v"u € UU < U. Durch Induktion folgt daraus u” € U fiir
alle n > 1. Da U eine endliche Menge ist, konnen diese Elemente nicht alle
verschieden sein; daher existieren ganze Zahlen m > n > 1 mit u™ = u".

Daraus folgt dann auch v*™ = (u™)? = (u")? = u*" und daraus schliesslich

u—l _ u2nu—2n—1 _ u2mu—2n—1 _ uQm—2n—1'
Wegen 2m — 2n — 1 > 1 und der oben bewiesenen Induktionsaussage liegt
dieses Element in U, wie zu zeigen war.

Wegen 15 € U und 1g € V gilt automatisch 14 = 1glg € UV. Sodann
beachten wir, dass fiir jede Untergruppe H < G gilt

H' = {h':heH) = H,
da die Abbildung H — H, h — h~! bijektiv ist. Daher ist stets
OV)t={(w) i uelUwveVi={v lu " uelveV}=V1U1=VU.

Damit UV eine Untergruppe ist, ist es also notwendig, dass VU = UV gilt.
Umgekehrt garantiert diese Bedingung bereits, dass UV unter Inversion ab-
geschlossen ist. Ausserdem impliziert VU = UV, dass

(UVUV) = UVU)V =UUV)V = (UU)(VV) c UV

ist. Daher ist UV auch unter Multiplikation abgeschlossen und somit eine
Untergruppe.

Ist U <V,soist UuV =V offenbar eine Untergruppe von G. Ist V < U,
so gilt das Entsprechende mit U v V = U.

Betrachten wir nun den Fall, dass weder U < V noch V' < U ist. Dann kénnen
wir Elemente u € U N~V und v € V \\. U wéhlen. Wére dann uv € U, so wire
wegen ' € U auch v = 1gv = (v 'u)v = v~ (uwv) in U, im Widerspruch zur
Wahl von u. Wére uv € V', so erhielten wir genauso einen Widerspruch mit
u=ulg=u(vv™) = (ww)v~ € V. Zusammen zeigt dies, dass uv ¢ (U u V)
ist. Daher ist U UV nicht unter Multiplikation abgeschlossen und somit keine
Untergruppe von G.



7. Sei G eine Gruppe und n die Anzahl ihrer Untergruppen. Zeige:

(a) Esist n =1 genau dann, wenn G = {1} ist.
(b) Esist n = 2 genau dann, wenn G' = C,, ist fiir eine Primzahl p.

(c) Esist n = 3 genau dann, wenn G' = C, ist fiir eine Primzahl p.

Lésung: Fiir jede Untergruppe H gilt {1} < H < G. Daher ist n = 1 genau dann,
wenn {1} = G ist, woraus (a) folgt.

Sei also G # {1}. Ist n = 2, so besitzt G keine weitere Untergruppe. Fiir jedes
g € G {1} ist dann (g) eine von {1} verschiedene Untergruppe und daher gleich G;
somit ist G zyklisch. Ist n = 3, so besitzt G genau eine von {1} und G verschiedene
Untergruppe H. Fiir jedes g € G\ H ist dann {g) eine von {1} und H verschiedene
Untergruppe und daher gleich G; somit ist G zyklisch.

Da G zyklisch ist und die Zahl n unter Isomorphie invariant ist, konnen wir nun
ohne Beschriankung der Allgemeinheit G = Z oder Z/mZ fiir m > 1 annehmen. Im
ersten Fall besitzt G die unendlich vielen verschiedenen Untergruppen m'Z fiir alle
natiirlichen Zahlen m’. Im zweiten Fall sind die Untergruppen von Z/mZ genau
die m'Z/mZ fiir alle Teiler m/|m, und wegen |[m'Z/mZ| = % sind diese paarweise
verschieden. Die Anzahl der Untergruppen von Z/mZ ist daher die Anzahl der
Teiler von m. Somit ist n = 2 dquivalent dazu, dass m genau zwei Teiler besitzt,
also dass m eine Primzahl ist. Schliesslich ist n = 3 dquivalent dazu, dass m genau
drei Teiler besitzt. Dies bedeutet, dass m = p? ist fiir eine Primzahl p.



