
D-MATH Algebra I HS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlösung Serie 5
Freie Gruppen, Erzeugende und Relationen

1. Untersuche, welche der folgenden durch Erzeugende und Relationen gegebenen
Gruppen endlich sind, und mache für diese eine Liste aller Elemente.

(a) G “ xa, b | a2 “ b2 “ ra, bsn “ 1y für n ě 1

(b) G “ xx, y | x3 “ y2, x2 “ y3y

(c) G “ xx, y | x8 “ y2 “ yxyx5 “ 1y

(d) G “ xx, y | x3 “ y2 “ 1y

*(e) G “ xx, y | xy2 “ y3x, yx2 “ x3yy

Lösung :

(a) Aus a2 “ b2 “ 1 folgt a´1 “ a und b´1 “ b und daraus ra, bs “ aba´1b´1 “
abab “ pabq2. Die Gleichung ra, bs2 “ 1 ist daher äquivalent zu pabq2n “ 1.
Mit c :“ ab ist dann b “ a´1c und die Gleichung b2 “ 1 äquivalent zu
a´1ca´1c “ 1, und wegen a´1 “ a auch zu aca´1 “ c´1. Somit ist

G –
@

a, c
ˇ

ˇ a2 “ c2n “ 1, aca´1 “ c´1
D

.

Dies ist die Präsentation der Diedergruppe D2n der Ordnung 4n; somit ist
G – D2n. Die Elemente sind also ci und aci für 0 ď i ă 2n.

(b) Aus den gegebenen Relationen folgt

x2 “ y3 “ y2y “ x3y

und daraus durch Multiplikation mit x´3 von links x´1 “ y. Darum ist G von
x erzeugt und zyklisch. Zudem ergibt sich

x5 “ x2x3 “ y´2y2 “ 1.

Somit ist G endlich und G hat höchstens die 5 Elemente 1, x, x2, x3, x4.

Durch x ÞÑ 1 und y ÞÑ ´1 wird ein Homomorphismus G Ñ Z{5Z definiert,
denn 1 und ´1 genügen in Z{5Z denselben Relationen wie x und y in G:

3 ¨ 1 “ 2 ¨ p´1q

2 ¨ 1 “ 3 ¨ p´1q

Dieser Homorphismus ist surjektiv, da 1 ganz Z{5Z erzeugt. Daher müssen
1, x, x2, x3, x4 paarweise verschieden sein und es gilt

G “ t1, x, x2, x3, x4u – Z{5Z.
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(c) Wegen x8 “ 1 und y2 “ 1 haben x und y endliche Ordnung und insbesondere
können x´1 und y´1 als x´1 “ x7 und y´1 “ y dargestellt werden. Deshalb
kann jedes Element von G als Wort in x und y geschrieben werden. Wegen
x8 “ 1 ist die von x erzeugte Untergruppe xxy ein Quotient von Z{8Z. Aus
den gegebenen Relationen folgt

yxy´1 “ yxy “ x´5 “ x3,

daher gilt yxxyy´1 “ xx3y. Wegen px3q3 “ x9 “ x ist xx3y gleich xxy und
somit liegt y im Normalisator von xxy. Aber auch x liegt im Normalisator
von xxy, daher ist dieser gleich ganz G und xxy ist normal in G. Da G von
x und y erzeugt wird und die Nebenklasse von x in G{xxy trivial ist, ist die
Faktorgruppe G{xxy erzeugt von yxxy und ein Quotient von Z{2Z, da y2 “ 1
ist. Somit kann jedes Element von G als xi oder xiy mit 0 ď i ă 8 dargestellt
werden.

Wir müssen nun noch zeigen, dass diese 16 Elemente paarweise verschieden
sind. Dafür konstruieren wir einen Homomorphismus wie folgt: Betrachte die
Einheitswurzel ζ :“ e2πi{8 und die Matrizen

T :“

ˆ

ζ 0
0 ζ3

˙

und S :“

ˆ

0 1
1 0

˙

.

Für diese gilt T 8 “ S2 “ STST 5 “ 1. Daher existiert ein Homomorphismus
ϕ : G Ñ GL2pCq mit ϕpxq “ T und ϕpyq “ S. Da die Elemente ϕpxiq “ T i

und ϕpxiyq “ T iS für alle 0 ď i ă 8 paarweise verschieden sind, sind auch
die xi und xiy paarweise verschieden, was zu zeigen war.

(d) Wir betrachten die Matrizengruppe PSLp2,Zq :“ SL2pZq{t˘1u mit den Ele-

menten rAs und rBs für die Matrizen A “

ˆ

0 ´1
1 ´1

˙

und B “

ˆ

0 1
´1 0

˙

.

Diese erfüllen rAs3 “ 1 und rBs2 “ 1 in PSLp2,Zq. Daher wird durch x ÞÑ rAs
und y ÞÑ rBs ein Homomorphismus ϕ : GÑ PSLp2,Zq definiert. Dieser bildet
yx auf das Element

rBsrAs “

„ˆ

0 1
´1 0

˙ˆ

0 ´1
1 ´1

˙

“

„ˆ

1 ´1
0 1

˙

ab. Für alle n ą 0 ist nun
„ˆ

1 ´1
0 1

˙n

“

„ˆ

1 ´n
0 1

˙

‰ 1

in PSLp2,Zq, also hat rBsrAs unendliche Ordnung. Somit hat auch Bildpϕq
unendliche Ordnung und insbesondere ist G unendlich.

Bemerkung: Es lässt sich sogar zeigen, dass ϕ ein Isomorphismus von G nach
PSLp2,Zq ist.
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Variante: Die Gruppe G lässt sich durch

x ÞÑ

¨

˝

´1 1 0
´1 0 1
0 0 1

˛

‚, y ÞÑ

¨

˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛

‚

auf eine unendliche Untergruppe von GL3pZq abbilden. Unter diesem Homo-
morphismus wird nämlich yxy´1 auf

¨

˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛

‚

¨

˝

´1 1 0
´1 0 1
0 0 1

˛

‚

¨

˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛

‚“

¨

˝

0 ´1 1
1 ´1 0
0 0 1

˛

‚

und somit yxy´1x auf

¨

˝

0 ´1 1
1 ´1 0
0 0 1

˛

‚

¨

˝

´1 1 0
´1 0 1
0 0 1

˛

‚“

¨

˝

1 0 0
0 1 ´1
0 0 1

˛

‚

abgebildet, was ein Element unendlicher Ordnung ist. Daraus folgt auch, dass
G unendlich ist.

(e) Wegen yx2 “ x3y ist y “ x3yx´2. Einsetzen in xy2 “ y3x ergibt

x4yxyx´2 “ xpx3yx´2q2 “ px3yx´2q3x “ x3yxyxyx´1,

also nach Multiplizieren mit x´3 von links und x2 von rechts

pxyq2 “ pyxq3.

Da die definierenden Relationen von G symmetrisch in x und y sind, folgt
auch

pyxq2 “ pxyq3.

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt wie bei (a)

xy “ pyxq´1 “ x´1y´1,

was äquivalent zu x2 “ y´2 ist. Daraus folgt weiter

y´1 “ yy´2 “ yx2 “ x3y “ xx2y “ xy´2y “ xy´1,

also x “ 1. Schliesslich folgt y2 “ xy2 “ y3x “ y3 und somit auch y “ 1. Die
Gruppe G ist also trivial.
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2. Zeige, dass Fn ˚ Fm – Fn`m gilt.

Lösung : Sei Fn zusammen mit i1 : X Ñ Fn die freie Gruppe über X “ tx1, . . . , xnu
und Fm zusammen mit i2 : Y Ñ Fm die freie Gruppe über Y “ ty1, . . . , ymu. Zu-
dem seien j1 : Fn Ñ Fn ˚Fm und j2 : Fm Ñ Fn ˚Fm die kanonischen Homomorphis-
men. Definiere nun Z als die disjunkte Vereinigung X \Y von X und Y und i als
die eindeutige Abbildung Z Ñ Fn˚Fm mit i|X “ j1˝i1 und i|Y “ j2˝i2. Wir haben
somit folgendes kommutatives Diagramm, in dem die vertikalen Abbildungen die
Inklusionen von X und Y in Z “ X \ Y sind:

X

��

i1 // Fn
j1

$$
Z i // Fn ˚ Fm

Y

OO

i2 // Fm

j2
::

Es genügt zu zeigen, dass Fn ˚ Fm zusammen mit i : Z Ñ Fn ˚ Fm die uni-
verselle Eigenschaft der freien Gruppe über Z erfüllt. Sei dafür G eine beliebige
Gruppe und f : Z Ñ G eine beliebige Abbildung. Dann gibt es nach der univer-
sellen Eigenschaft der freien Gruppen Fn und Fm Homomorphismen ϕ1 : Fn Ñ G
und ϕ2 : Fm Ñ G mit f |X “ ϕ1 ˝ i1 und f |Y “ ϕ2 ˝ i2. Diese definieren nach
der universellen Eigenschaft des freien Produkts Fn ˚ Fm einen Homomorphismus
ϕ : Fn ˚ Fm Ñ G mit ϕ1 “ ϕ ˝ j1 und ϕ2 “ ϕ ˝ j2. Somit gilt

ϕ ˝ i|X “ ϕ ˝ j1 ˝ i1 “ ϕ1 ˝ i1 “ f |X ,

ϕ ˝ i|Y “ ϕ ˝ j2 ˝ i2 “ ϕ2 ˝ i2 “ f |Y ,

also ϕ ˝ i “ f .

Ist ϕ1 : Fn ˚ Fm Ñ G ein weiterer Homomorphismus mit ϕ1 ˝ i “ f , so folgt
wegen der Kommutativität des obigen Diagramms pϕ1 ˝ j1q ˝ i1 “ f |X “ ϕ1 ˝ i1
und analog pϕ1 ˝ j2q ˝ i2 “ ϕ2 ˝ i2. Nach der Eindeutigkeit von ϕ1 und ϕ2 in der
universellen Eigenschaft der freien Gruppen Fn und Fm folgt daraus ϕ1 ˝ j1 “ ϕ1

und ϕ1 ˝ j2 “ ϕ2. Wegen der Eindeutigkeit von ϕ in der universellen Eigenschaft
von Fn ˚ Fm folgt darum ϕ “ ϕ1.

Es gibt also genau einen Homomorphismus ϕ : Fn ˚ Fm Ñ G mit ϕ ˝ i “ f , d.h.
Fn ˚Fm zusammen mit i : Z Ñ Fn ˚Fm erfüllt die universelle Eigenschaft der freien
Gruppe über Z.

3. (a) Zeige, dass die Abelisierung Fn{rFn, Fns von Fn isomorph zu Zn ist.

(b) Folgere daraus, dass Fn – Fm genau dann gilt, wenn n “ m ist.

Lösung :
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(a) Sei Fn die freie Gruppe mit den Erzeugenden x1, . . . , xn, sei π : Fn � F̄n :“
Fn{rFn, Fns die kanonische Projektion, und setze x̄i :“ πpxiq. Wir zeigen, dass
F̄n zusammen mit x̄1, . . . , x̄n die universelle Eigenschaft der freien abelschen
Gruppe mit n Erzeugenden erfüllt. Da letztere bis auf eindeutige Isomorphie
eindeutig bestimmt ist, folgt daraus ein Isomorphismus F̄n – Zn.

Sei also H eine abelsche Gruppe und seien h1, . . . , hn P H. Aufgrund der
universellen Eigenschaft von Fn existiert ein Homomorphismus ϕ : Fn Ñ H
mit ϕpxiq “ hi für alle i. Da H abelsch ist, faktorisiert dieser nach Aufgabe 3
(c) von Serie 3 durch einen Homomorphismus ϕ̄ : F̄n Ñ H. Wegen ϕ̄ ˝ π “ ϕ
gilt dann ϕ̄px̄iq “ hi für alle i.

Sei ϕ̄1 : F̄n Ñ H ein weiterer Homomorphismus mit ϕ̄1px̄iq “ hi für alle i.
Dann ist ϕ1 :“ ϕ̄1 ˝ π : Fn Ñ H ein Homomorphismus mit ϕ1pxiq “ hi für
alle i. Nach der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von Fn folgt
daraus ϕ1 “ ϕ. Aus der Eindeutigkeit der Abelisierung in Aufgabe 3 (c) von
Serie 3 folgt daraus weiter ϕ̄1 “ ϕ̄.

Daher ist ϕ der einzige Homomorphismus F̄n Ñ H mit ϕpxiq “ hi für alle i,
und die universelle Eigenschaft ist gezeigt.

(b) Jeder Isomorphismus Fn – Fm induziert einen Isomorphismus

Zn – Fn{rFn, Fns – Fm{rFm, Fms – Zm.

Da der Rang einer abelschen Gruppe nach Aufgabe 6 (a) von Serie 2 unter
Isomorphie invariant ist, folgt daraus RangpZnq “ RangpZmq. Nach Aufgabe
6 (b) von Serie 2 ist aber RangpZnq “ n und analog RangpZmq “ m. Also
folgt daraus n “ m, wie zu zeigen war.

*4. Zeige, dass für jedes n ě 1 eine Einbettung Fn ãÑ F2 existiert.

Lösung : Sei Fn die freie Gruppe mit den Erzeugenden x1, . . . , xn, und sei F2 die
freie Gruppe mit den Erzeugenden a, b. Nach der universellen Eigenschaft von Fn
existiert ein Homomorphismus ϕ : Fn Ñ F2 mit ϕpxiq :“ aiba´i, für 1 ď i ď n.
Wir behaupten, dass ϕ injektiv ist.

Sei α P Fn. Wir können α als reduziertes Wort xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εk
ik

schreiben mit k ě 0 und
1 ď i1, . . . , ik ď n und ε1, . . . , εk P t˘1u. Dann ist

ϕpαq “ ai1bε1ai2´i1bε2ai3´i2 ¨ ¨ ¨ aik´ik´1bεka´ik .

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist ein reduziertes Wort, und da F2 frei über
ta, bu ist, ist das durch ihn beschriebene Gruppenelement genau dann trivial (also
α P Kernpϕq), wenn das Wort Länge 0 hat. Das ist gleichbedeutend mit k “ 0,
also mit α “ 1Fn . Somit ist Kernpϕq “ 1 und daher ϕ injektiv.
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5. Ist jede endliche Gruppe isomorph zu einem Quotienten einer endlich erzeugten
freien Gruppe mit endlich vielen Relationen?

Lösung : Ja! Sei G eine Gruppe der Ordnung n ă 8 mit den Elementen g1, . . . , gn.
Sei Fn die freie Gruppe mit den Erzeugenden x1, . . . , xn, und betrachte die endliche
Menge der Wörter

J :“
 

xixjx
´1
k

ˇ

ˇ 1 ď i, j, k ď n^ gigj “ gk
(

über dem Alphabet tx˘11 , . . . , x˘1n u. Die universelle Eigenschaft von Fn liefert einen
Gruppenhomomorphismus ϕ : Fn Ñ G mit ϕpxiq “ gi für alle i, und die Wörter in
J induzieren Elemente in Kernpϕq. Da dieser Kern ein Normalteiler ist, ist auch die
Menge aller Fn-Konjugierten von Elementen in J im Kern. Folglich gilt dasselbe
auch für den von all diesen Konjugierten erzeugten Normalteiler NJ Ÿ Fn. Nach
der universellen Eigenschaft der Faktorgruppe faktorisiert ϕ deshalb durch einen
Homomorphismus ϕ̄ : Fn{NJ Ñ G. Nach Konstruktion ist dieser surjektiv.

Es bleibt zu zeigen, dass ϕ̄ injektiv ist. Dafür genügt es zu zeigen, dass jede Ne-
benklasse wNJ gleich xiNJ ist für ein 1 ď i ď n. Wir beweisen dies durch In-
duktion über die Länge des Worts w. Ist w das leere Wort, so sei i der Index mit
gi “ 1. Dann ist gigi “ gi und folglich xixix

´1
i P J . Folglich ist xi P NJ und

daher wNJ “ NJ “ xiNJ . Andernfalls ist w “ xεiw
1 für ein kürzeres Wort w1.

Nach Induktionsannahme existiert also ein Index j mit w1NJ “ xjNJ . Deshalb ist
wNJ “ xεiw

1NJ “ xεixjNJ . Ist ε “ 1, so sei k der Index mit gigj “ gk. Nach Kon-
struktion ist dann xixjx

´1
k P J und folglich wNJ “ xixjNJ “ xkNJ . Ist ε “ ´1, so

sei k der Index mit g´1i gj “ gk. Dann ist gigk “ gj und nach Konstruktion daher
xixkx

´1
j P J . Daraus folgt xjNJ “ xixkNJ und damit wNJ “ x´1i xjNJ “ xkNJ .
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