
D-MATH Algebra I HS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlösung Serie 6
Ringe, Homomorphismen, Unterringe, Produkte

1. In jedem Ring R wird das additive Inverse eines Elements x mit ´x bezeichnet.
Zeige nur mittels der Ringaxiome die folgenden Grundregeln für alle x, y, z P R:

(a) 0 ¨ x “ 0.

(b) p´1q ¨ x “ ´x.

(c) ´xy “ p´xqy.

(d) px´ yqz “ xz ´ yz.

Lösung : Mit u :“ 0 ¨ x gilt

u` u “ 0 ¨ x` 0 ¨ x “ p0` 0q ¨ x “ 0 ¨ x “ u

und folglich

u “ 0` u “ pp´uq ` uq ` u “ p´uq ` pu` uq “ p´uq ` u “ 0,

also gilt (a). Unter Benutzung von (a) folgt (b) aus der Rechnung

p´1q ¨ x` x “ p´1q ¨ x` 1 ¨ x “ pp´1q ` 1q ¨ x “ 0 ¨ x “ 0.

Durch zweimalige Anwendung von (b) erhalten wir nun (c) durch

´xy “ p´1q ¨ pxyq “ pp´1q ¨ xqy “ p´xqy.

Daraus wiederum folgt (d) mittels

px´ yqz “ px` p´yqqz “ xz ` p´yqz “ xz ` p´yzq “ xz ´ yz.

2. Zeige, dass ein Ringhomomorphismus ψ : R Ñ S genau dann ein Isomorphismus
ist, wenn er bijektiv ist.

Lösung : Sei ψ : R Ñ S ein bijektiver Ringhomomorphismus. Für alle s1, s2 P S
setze r1 :“ ψ´1ps1q und r2 :“ ψ´1ps2q. Dann gilt s1 “ ψpr1q und s2 “ ψpr2q. Aus
der Homomorphieeigenschaft von ψ folgt

s1 ` s2 “ ψpr1q ` ψpr2q “ ψpr1 ` r2q,

s1 ¨ s2 “ ψpr1q ¨ ψpr2q “ ψpr1 ¨ r2q,
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also haben wir

ψ´1ps1 ` s2q “ r1 ` r2 “ ψ´1ps1q ` ψ
´1
ps2q,

ψ´1ps1 ¨ s2q “ r1 ¨ r2 “ ψ´1ps1q ¨ ψ
´1
ps2q.

Zudem gilt ψ´1p1Sq “ 1R wegen ψp1Rq “ 1S. Somit ist ψ´1 : S Ñ R ebenfalls ein
Ringhomomorphismus. Deshalb ist ψ ein Isomorphismus.

Umgekehrt ist ein Ringisomorphismus ψ : RÑ S insbesondere ein Isomorphismus
der unterliegenden Mengen, und folglich bijektiv.

3. Welche der Unterringe

Zri, 1
5
s, Zr i

25
s, Zr4i

5
s, Zr4i

5
, 4` 3is

von C sind gleich?

Lösung : Zuerst bemerken wir, dass sich der Unterring Zri, 1
5
s Ă C in der Form

Zri, 1
5
s “

 

a`bi
5k

ˇ

ˇ a, b P Z, k P Zě0
(

schreiben lässt. In der Tat ist die rechte Seite ein Unterring von C, da sie unter
Addition, Bildung von additiven Inversen und Multiplikation abgeschlossen ist und
das Einselement enthält. Zudem enthält sie die Erzeugenden i und 1

5
und ist wegen

a`bi
5k
“ p1

5
qk ¨ pa` biq in der linken Seite enthalten. Also ist sie gleich Zri, 1

5
s.

Insbesondere ersehen wir daraus, dass die Elemente i
25
, 4i

5
, 4 ` 3i alle in Zri, 1

5
s

liegen. Somit sind die drei anderen Ringe alle in Zri, 1
5
s enthalten. Umgekehrt

liegen die Erzeuger i “ 25 ¨ i
25

und 1
5
“ ´125 ¨ p i

25
q2 in dem zweiten Ring und

wegen i “ 5p4i
5
q ´ p4 ` 3iq ` 4 und 1

5
“ ´5p4i

5
q2 ´ 3 auch in dem vierten Ring.

Somit gilt für diese auch die umgekehrte Inklusion, und es gilt

Zri, 1
5
s “ Zr i

25
s “ Zr4i

5
, 4` 3is.

Für den dritten Ring behaupten wir

Zr4i
5
s “

 

a`4bi
5k

ˇ

ˇ a, b P Z, k P Zě0
(

.

In der Tat ist die rechte Seite ein Unterring von C, da sie unter Addition, Bildung
von additiven Inversen und Multiplikation abgeschlossen ist und das Einselement
enthält. Zudem enthält sie Z und das Erzeugende 4i

5
des Unterrings Zr4i

5
s; somit

gilt die Inklusion
”
Ă“. Umgekehrt sind sowohl 1

5
“ ´5 ¨ p4i

5
q2´3 als auch 4i “ 5 ¨ 4i

5

in der linken Seite enthalten und daher auch a`4bi
5k

“ p1
5
qk ¨ pa` b ¨ 4iq. Darum gilt

auch die umgekehrte Inklusion und wir haben die Gleichheit gezeigt.

Aus dieser Gleichung folgt nun, dass i kein Element von Zr4i
5
s ist. Somit ist dieser

Ring verschieden von den anderen.
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4. Zeige, dass jeder endlich erzeugte unitäre Unterring von Q die Form Zr 1
n
s für ein

n P Zą0 hat. Folgere daraus, dass Q als Ring über Z nicht endlich erzeugt ist.

Lösung : Sei R Ă Q ein endlich erzeugter unitärer Unterring mit Erzeugenden
α1, . . . , αk P Q. Wegen 1 P R enthält R den Unterring Z, also ist R “ Zrα1, . . . , αks.

Wir können jedes αi auf eindeutige Weise schreiben als αi “
pi
qi

für teilerfremde
pi P Z und qi P Zą0. Sei n :“ kgVpq1, . . . , qkq. Dann ist αi “

pi
qi
“

pidi
n

für 1 ď i ď k
mit der ganzen Zahl di :“ n

qi
. Also sind alle Erzeugende ganzzahlige Vielfache

von 1
n
, und daraus folgt R “ Zrα1, . . . , αks Ă Zr 1

n
s.

Sodann sind für jedes 1 ď i ď k die Zahlen pi und qi teilerfremd, also existieren
nach dem chinesischen Restsatz ai, bi P Z mit aipi ` biqi “ 1. Daraus folgt dann
1
qi
“ aiαi ` bi P R. Zudem ist n ein Teiler von q1 ¨ ¨ ¨ qk, also ist 1

n
“ ` 1

q1
¨ ¨ ¨ 1

qk
für

ein ` P Z und daher auch 1
n
P R. Dies impliziert die umgekehrte Inklusion; es folgt

also R “ Zr 1
n
s.

Ist nun R “ Zr 1
n
s Ă Q ein beliebiger endlich erzeugter unitärer Unterring, so

existiert eine Primzahl p mit p - n; dann ist 1
p
P Q r R, also R ‰ Q. Dies zeigt,

dass Q als Ring über Z nicht endlich erzeugt ist.

*5. Zeige, dass die Einheitengruppe Zr
?
3sˆ Ă R unendlich ist, und bestimme sie.

Lösung : Wie in der Vorlesung bemerken wir zuerst, dass ta ` b
?
3 | a, b P Zu ein

Unterring ist, der einerseits ZYt
?
3u enthält und andererseits in Zr

?
3s enthalten

ist. Also gilt
Zr
?
3s “

 

a` b
?
3
ˇ

ˇ a, b P Z
(

.

Sodann gilt für beliebige Elemente a` b
?
3, c` d

?
3 P Zr

?
3s

pa` b
?
3qpc` d

?
3q “ pac` 3bdq ` pad` bcq

?
3.

Somit ist a ` b
?
3 genau dann eine Einheit von Zr

?
3s, wenn ganze Zahlen c, d

existieren mit ac ` 3bd “ 1 und ad ` bc “ 0, und dann hat a ` b
?
3 das Inverse

c` d
?
3. In diesem Fall gilt

pa´ b
?
3qpc´ d

?
3q “ pac` 3bdq ´ pad` bcq

?
3 “ 1,

also ist dann a´ b
?
3 eine Einheit mit dem Inversen c´ d

?
3. Somit ist dann auch

pa`b
?
3qpa´b

?
3q “ a2´3b2 eine Einheit mit dem Inversen pc`d

?
3qpc´d

?
3q “

c2´3d2. Da diese beiden Elemente in Z liegen, sind sie dann schon Einheiten in Z.
Für jede Einheit a` b

?
3 gilt also a2 ´ 3b2 “ ˘1.

Wir suchen Lösungen dieser Gleichung mit ein paar kleinen Werten von b:

b “ 0 ñ a2 “ ˘1 ñ a “ ˘1
|b| “ 1 ñ a2 “ 3˘ 1 ñ a “ ˘2
|b| “ 2 ñ a2 “ 12˘ 1 ñ nicht möglich.
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Also sind ´1 und w0 :“ 2`
?
3 Einheiten. Deshalb ist

 

˘p2`
?
3qn

ˇ

ˇ n P Z
(

Ă Zr
?
3sˆ. p1q

Wegen w0 ą 1 ist zudem wn
0 Ñ 8 für n Ñ 8; also hat w0 unendliche Ordnung.

Insbesondere ist Zr
?
3sˆ daher unendlich.

Schliesslich behaupten wir, dass in (1) schon Gleichheit gilt. Betrachte dafür ein
beliebiges w P Zr

?
3sˆ. Um zu zeigen, dass w in der linken Seite enthalten ist,

können wir nach etwaigem Ersetzen von w durch ´w annehmen, dass w ą 0 ist.
Sodann können wir nach Ersetzen von w durch w{wn

0 für ein geeignetes n P Z
annehmen, dass 1

?
w0
ď w ď

?
w0 ist.

Nun schreiben wir w “ a ` b
?
3. Wegen pa ` b

?
3qpa ´ b

?
3q “ a2 ´ 3b2 “ ˘1 ist

dann w´1 “ ˘pa ´ b
?
3q. Insbesondere gilt | ´ a ` b

?
3 | “ |w´1| “ w´1 ď

?
w0.

Daraus folgt nun

2|b|
?
3 ď

ˇ

ˇa` b
?
3
ˇ

ˇ`
ˇ

ˇ´a` b
?
3
ˇ

ˇ “ w ` w´1 ď 2
?
w0

und folglich

|b| ď

?
w0
?
3
“

d

2`
?
3

?
3

“ 1.46... ă 2.

Da b eine ganze Zahl ist, lässt dies nur die bereits oben behandelten Fälle übrig,
das heisst, die Zahlen ˘1 und ˘2 ˘

?
3 mit unabhängigen Vorzeichen. Dies sind

genau die Zahlen ˘1 und ˘w˘10 , also bereits in der linken Seite von (1) enthalten.
Somit gilt die gesuchte Gleichheit.

6. Ein Element e eines Rings R mit e2 “ e heisst idempotent. Zeige:

(a) Für jedes Idempotente e ist e1 :“ 1´ e idempotent und es gilt ee1 “ e1e “ 0.

(b) Die Zerlegungen von R in ein Produkt SˆT von Ringen S und T entsprechen
eineindeutig den Darstellungen 1 “ e` e1 mit Idempotenten e und e1.

Hinweis: Die Faktoren S und T entsprechen den TeilmengenRe undRe1. Diese sind
aber im Allgemeinen keine Unterringe, weil sie das Einselement nicht enthalten.

Lösung : Aussage (a) folgt direkt aus den Rechnungen

p1´ eq2 “ 1´ 2e` e2 “ 1´ 2e` e “ 1´ e,

ep1´ eq “ p1´ eqe “ e´ e2 “ e´ e “ 0.

Für (b) betrachten wir zuerst einen Isomorphismus ϕ : S ˆ T
„
Ñ R. Dann sind

p1, 0q und p0, 1q idempotent in S ˆ T und ihre Summe ist das Einselement p1, 1q.
Folglich sind e :“ ϕpp1, 0qq und e1 :“ ϕpp0, 1qq idempotente Elemente von R mit
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e ` e1 “ ϕpp1, 1qq “ 1. Zudem gilt dann S ˆ t0u “ pS ˆ T q ¨ p1, 0q und folglich
ϕpS ˆ t0uq “ Re und analog ϕpt0u ˆ T q “ Re1.

Seien umgekehrt Idempotente e, e1 P R gegeben mit e` e1 “ 1. Setze S :“ Re und
T :“ Re1 und betrachte die Abbildungen

ϕ : S ˆ T ÝÑ R, ps, tq ÞÑ s` t,

ψ : R ÝÑ S ˆ T, r ÞÑ pre, re1q.

Wegen ϕpψprqq “ re ` re1 “ rpe ` e1q “ r1 “ r ist ψ ein Rechtsinverses von ϕ.
Ausserdem impliziert (a) für jedes s “ re P S sowohl se “ re2 “ re “ s als auch
se1 “ see1 “ s0 “ 0. Für jedes t P T folgt analog te “ 0 und te1 “ t. Die Rechnung
ψpϕpps, tqqq “ pps ` tqe, ps ` tqe1q “ pse ` te, se1 ` te1q “ ps, tq zeigt nun, dass ψ
auch ein Linksinverses von ϕ ist. Darum sind sie zueinander inverse Bijektionen.

Weiter sind für alle r, r1 P R sowohl re` r1e “ pr ` r1qe als auch preqpr1eq “ rr1ee
in Re, und es gilt epreq “ re2 “ re. Für alle s, s1 P S gilt daher s ` s1, ss1 P S
und es “ s. Ausserdem ist 0 “ 0e P Re “ S. Die Ringaxiome für R implizieren
dann direkt, dass S mit der Einschränkung von ` und ¨ und dem Nullelement 0
sowie dem Einselement e ein Ring ist. (Es ist im Allgemeinen aber kein Unterring,
weil es das Einselement von R nicht enthält). Analog ist T ein Ring mit dem
Einselement e1.

Nun ist SˆT ein Ring mit komponentenweiser Addition und Multiplikation sowie
dem Nullelement p0, 0q und dem Einselement pe, e1q. Sodann ist ψp1q “ pe, e1q, und
für alle r, r1 P R gilt

ψprq ` ψpr1q “ pre, re1q ` pr1e, r1e1q “ pre` r1e, re1 ` r1e1q “ ψpr ` r1q,

ψprq ¨ ψpr1q “ pre, re1q ¨ pr1e, r1e1q “ prer1e, re1r1e1q “ prr1e, rr1e1q “ ψprr1q.

Darum ist ψ ein Ringhomomorphismus. Nach Aufgabe 2 ist es daher ein Ringiso-
morphismus, und folglich gilt dasselbe für sein Inverses ϕ.

Schliesslich bemerken wir, dass die beiden Konstruktionen zueinander invers sind,
bis auf Isomorphie der Ringe S und T . Somit entsprechen die Zerlegungen von R
in ein Produkt von Ringen S ˆ T eineindeutig den Darstellungen 1 “ e ` e1 mit
Idempotenten e und e1.

7. Vereinfache die folgenden Ausdrücke im Polynomring ZrX, Y, Zs für jede natürliche
Zahl d, wobei in der Summe jeweils i, j, k ě 0 sind:

(a) pX ´ Y q ¨
ř

i`j“dX
iY j.

(b) pX ´ Y qpX ´ ZqpY ´ Zq ¨
ř

i`j`k“dX
iY jZk.
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Lösung : In (a) haben wir die Teleskopsumme

pX ´ Y q ¨
ÿ

i`j“d

X iY j
“ pX ´ Y q ¨

d
ÿ

i“0

X iY d´i

“

d
ÿ

i“0

X i`1Y d´i
´

d
ÿ

i“0

X iY d´i`1

“

d`1
ÿ

i“1

X iY d´i`1
´

d
ÿ

i“0

X iY d´i`1

“ Xd`1
´ Y d`1.

Dies setzen wir mehrfach in (b) ein und erhalten:

pX ´ Y qpX ´ ZqpY ´ Zq ¨
ÿ

i`j`k“d

X iY jZk
“ pX ´ ZqpY ´ Zq ¨

d
ÿ

k“0

˜

pX ´ Y q ¨
ÿ

i`j“d´k

X iY j

¸

Zk

paq
“ pX ´ ZqpY ´ Zq ¨

d
ÿ

k“0

`

Xd´k`1
´ Y d´k`1

˘

Zk

“ pX ´ ZqpY ´ ZqX ¨
ÿ

``k“d

X`Zk
´ pX ´ ZqpY ´ ZqY ¨

ÿ

``k“d

Y `Zk

paq
“ pY ´ ZqXpXd`1

´ Zd`1
q ´ pX ´ ZqY pY d`1

´ Zd`1
q

“ Y Xd`2
´ Y XZd`1

´ ZXd`2
`XZd`2

´XY d`2
`XY Zd`1

` ZY d`2
´ Y Zd`2

“ Y Xd`2
´ ZXd`2

`XZd`2
´XY d`2

` ZY d`2
´ Y Zd`2

“ pY ´ ZqXd`2
` pZ ´XqY d`2

` pX ´ Y qZd`2.
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