D-MATH Algebra I HS 2022
Prof. Richard Pink . )
Musterlosung Serie 7

POLYNOMRINGE, MATRIZEN, INTEGRITATSBEREICHE

*1. Zeige mit der universellen Eigenschaft von Polynomringen fiir jedes 1 < m < n
die Isomorphie

R[X1,.s Xn] = R[X1, o, X [Xonsts oons X

Losung: Betrachte einen Ring S, einen Ringhomomorphismus ¢: R — S und Ele-
mente yi,...,y, € S. Nach der universellen Eigenschaft von R’ := R[X}, ..., X, ]
existiert dann ein Ringhomomorphismus ¢’: R' — S mit ¢'| R = ¢ und ¢'(X;) = y;
fiir alle 1 < ¢ < m. Nach der universellen Eigenschaft von R” := R'[X,,11, ..., X;,]
existiert dann weiter ein Ringhomomorphismus ¢”: R” — S mit ¢"|R’ = ¢’ und
O"(X;) = y; fiir alle m + 1 < i < n. Fir alle x € R gilt nun ¢"(z) = ¢'(z) = p(x),
und fiir alle 1 <@ < m gilt ¢"(X;) = ¢'(X;) = y;. Somit erfiillt ¢” die Bedingungen
¢"|R = ¢ und ¢"(X;) = y; fir alle 1 <i < n.

Sei ¢)”: R” — S ein weiterer Ringhomomorphismus mit ¢"|R = ¢ und ¢"(X;) = y;
fiir alle 1 < ¢ < n. Dann ist ¢/ := ¢”|R’ ein Ringhomomorphismus R’ — S mit
Y |R = ¢ und ¢/(X;) = y; fir alle 1 < ¢ < m. Aufgrund der Eindeutigkeit in
der universellen Eigenschaft von R’ folgt dann ¢’ = ¢’. Weiter ist ¢”: R” — S ein
Ringhomomorphismus mit ¢”| R’ = ¢’ = ¢/ und ¥"(X;) = y; fiir allem+1 < i < n.
Aufgrund der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von R” folgt ¢" = ¢”.

Damit haben wir gezeigt, dass genau ein Ringhomomorphismus ¢”: R” — S exi-
stiert mit ¢”|R = ¢ und ¢"(X;) = y; fir alle 1 < i < n. Dies ist gerade die
universelle Eigenschaft von R” := R[ X1, ..., X, ].

Daraus erhalten wir nun die gesuchte Isomorphie wie folgt. Aufgrund der gerade
bewiesenen universellen Eigenschaft mit S := R"” existiert ein Ringhomomorphis-
mus k: R’ — R” mit k|R = idg und x(X;) = X; fiir alle 1 < i < n. Aufgrund der
universellen Eigenschaft von R” existiert ein Ringhomomorphismus \: R” — R”
mit A|R = idg und MX;) = X, fiir alle 1 < i < n. Fir den zusammenge-
setzten Ringhomomorphismus A o x: R” — R’ gilt dann (A o k)|R = idg und
(Ao k)(X;) = X; fiir alle 1 < i < n. Da die Identitdt auf R” dieselben Bedin-
gungen erfiillt, folgt aus der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von R”
die Gleichung A o k = idg. Umgekehrt gilt fiir den zusammengesetzten Ringhomo-
morphismus ko A\: R” — R” dann (ko \)|R = idg und (ko \)(X;) = X; fiir alle
1 < i < n. Dadie Identitit auf R” dieselben Bedingungen erfiillt, folgt aus der Ein-
deutigkeit in der universellen Eigenschaft von R” dann die Gleichung xo A = idp.
Zusammen zeigt dies, dass x und A\ zueinander inverse Ringisomorphismen sind.



2.

(a) Verifiziere die Ringaxiome fiir Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen in einer
Variable iiber einem Ring R.

(b) Zeige, dass ein Element ag + Y,
wenn ag € R eine Einheit ist.

0 @ X" € R[[X]] genau dann invertierbar ist,

Lésung:

(a) e Ausden Axiomen fur (R, +) folgt, dass (R[[X]], +) eine abelsche Gruppe
mit der Nullfolge (0) als Neutralelement ist.

e Die Multiplikation ist assoziativ, denn fiir (a,), (b,), (¢,) € R[[X]] gilt

(@)B))en) = (Xigaba-i)(en) = (Zjo (Spaibii) cus)
= (Z?:o D aibj,l-cn,j) = (Zi:O a; <Z;:é bﬁn%ﬁ))
= (@) (S bien—s) = (@) ((bn)(e0).

e Die Multiplikation ist kommutativ, denn wegen der Kommutativitéit von
R gilt fiir (a,), (b,) € R[[X]]

(an)(bn) = (Xisgaibn-i) = (Xigbniai) = (X]_gbjan—j) = (bn)(an).

e Die Folge (e,) mit eg = 1 und e; = 0 fiir ¢ > 0 ist Einselement, denn fiir
(a,) € R[[X]] beliebig ist

(en)(an) = (an)(en) = (Z?:O aien—i) = (an).

e Die Giiltigkeit des Distributivgesetzes folgt aus einer analogen Rechnung
und dem Distributivgesetz fiir R.

Im Folgenden schreiben wir ein Element (a,) € R[[X]] als formale Potenz-
reihe ag + 5,- 0 an X"

(b) Wir nehmen zunéchst an, dass ag+ ., ,a; X"’ € R[[X]] invertierbar ist. Dann
existiert by + >._, b:; X" € R[[X]] mit

>0
(ao + Z a1X1> (bo + Z bZXl) = Clobo + Z (i @zbnz> X" = 1.
>0 >0 n>0 =0

Nach obiger Beschreibung des Einselements folgt daraus

aobp =1 und Z a;b,_; = 0 fiir alle n > 0.
i=0
Insbesondere ist ay eine Einheit von R.

Betrachte umgekehrt ag + >._,a; X" € R[[X]] mit einer Einheit ag € R*.
Dann definieren wir induktiv:

>0

bo = ag’
b, = —aal(Zyzlain_i) fir n > 0
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Dann ist by + >, b:X" € R[[X]] und

(ao +> ain) (bo +> biX") — agby + ) (i aibn_i> X" = 1,

>0 >0 n>0 “M=0

denn fiir n = 0 ist agby = apag’ = 1 und fiir n > 0 ist

Z?:() a;ibp—; = aob, + Z;;l aibp—;
= =D Qibpi + D aiby
= 0.

Somit ist ag + Y., @; X" in R[[X]] invertierbar.

>0

. Sei K[X] der Polynomring in einer Variablen X iiber einem Kérper K. Betrachte
einen Ringautomorphismus o : K[X]| — K[X], dessen Einschrinkung auf K die
Identitat ist. (Mit anderen Worten ist o ein Automorphismus von K-Algebren.)
Zeige, dass es Elemente a; € K* und a¢ € K gibt, so dass 0(X) = a1 X + ag ist.

Lisung: Da o eine Bijektion ist, gilt 0(X) # 0. Genauso ist 0~1(X) # 0. Schreibe
o(X) = a, X"+ ... +ag und oM X) = b X"+ ...+ by
mit a;,b; € K und a,, b,, # 0 und berechne

X = o(0c7(X)) = o(bpX™+ ... + by)
= Do (X)™ + ... 4+ by
= bp(a, X"+ ...+ ap)™ + ... + by

= byan X™" + niedrigere Terme.

Fiir den Grad gilt deshalb 1 = nm. Da n und m nicht-negative ganze Zahlen sind,
miissen sie gleich 1 sein.

. Der Satz von Cayley-Hamilton besagt, dass jede quadratische Matrix iiber einem
Ring Nullstelle ihres charakteristischen Polynoms ist. Beweise dies wie folgt:

(a) Fir obere Dreiecksmatrizen durch Induktion iiber die Grosse der Matrix.
(b) Fiir alle quadratischen Matrizen iiber C.

(c¢) Im allgemeinen Fall analog zu Meta-Proposition 2.6.1 der Vorlesung.

Lésung:



()

Betrachte eine obere Dreiecksmatrix A der Grosse n x n. Im Fall n = 0 ist
Xa(A) die Nullmatrix, da je zwei 0 x 0-Matrizen gleich sind. Im Fall n > 0
schreiben wir A = (‘Lg Z) mit einer oberen Dreiecksmatrix A’ der Grosse

(n — 1) x (n —1). Das charakteristische Polynom von A ist dann

) = detn,-a) = den (PO ) 00w

mit dem charakteristischen Polynom y 4 (X) von A’. Nach der Induktions-
annahme gilt nun schon xa/(A’) = O,_;. Mit den iiblichen Rechenregeln fiir

Blockdreiecksmatrizen folgt daraus x4 (A4) = (Og‘l ¥) und daher

*

xa(A) = xa(d)-(A-a-I) = (06_1 *> (8 8) = On.

Durch Induktion iiber n folgt die gewiinschte Aussage somit fiir alle n > 0.

In der Linearen Algebra I haben wir — ohne Verwendung des Satzes von
Cayley-Hamilton — gezeigt, dass jeder Endomorphismus eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper trigo-
nalisierbar ist (siehe §8.4 der Zusammenfassung Lineare Algebra). Fiir Matri-
zen bedeutet dies insbesondere, dass fiir jede komplexe n x n-Matrix A eine
invertierbare komplexe n x n-Matrix U existiert, so dass B := UAU ! eine
obere Dreiecksmatrix ist. Als dhnliche Matrizen haben A und B nun dassel-
be charakteristische Polynom x4, und nach (a) gilt demnach xa(B) = O,.
Daraus folgt

xa(A) = xa(U'BU) = U 'xa(B)U = U 'O, U = O,.

Betrachte den Polynomring R := Z[X;j|1<ij<n] in den Variablen X;; und
die n x n-Matrix A := (X;;);; mit Koeffizienten in R. Ihr charakteristisches
Polynom ist dann ein Polynom x4(X) € R[X], und xa(A) = (Fju ), ist
wieder eine Matrix mit Koeffizienten in R. Eine beliebige n x n-Matrix B =
(bij); tiber einem Ring S erhalten wir aus A durch Einsetzen der Werte
Xij = by fiir alle ¢, j. Mit derselben Substitution erhalten wir aus x4(A) die
Matrix xz(B).

Im Fall S = C gilt nun aber nach (b) schon xp(B) = 0 fiir beliebige Wer-
te b;; € C. Dies bedeutet, dass fir jedes p und v die Werte von F),, auf
ganz C" verschwinden. Da C ein unendlicher Kérper ist, muss F, w also das
Nullpolynom sein.

Das Einsetzen beliebiger Werte b;; € S in F),, liefert dann ebenfalls immer
das Nullelement Og € S. Somit gilt fiir jede n x n-Matrix B iiber jedem Ring
S die Gleichung xg(B) = O, wie zu zeigen war.



5. (a) Zeige: Fiir jeden Integritdtsbereich R gilt (R[X])* = R*.
(b) Finde einen Ring R mit (R[X])* # R*.

Lésung:

(a) Fiir jeden Ring R induziert der injektive Ringhomomorphismus R — R[X]
eine Inklusion R* — (R[X])*.
Sei nun R ein Integritdtsbereich und f € (R[X])*. Dann existiert ein g €
R[X] so dass fg = 1 ist. Wegen 1 # 0 in R gilt dasselbe auch in R[X],
und daraus folgt f,g # 0. Schreibe f = > ja; X’ und g = 37" (b; X7 fiir
Koeffizienten aq,...,a, € R und bg,...,b,, € R mit a,, # 0 # b,,. Dann ist
fg =005 o aib X ¥ und der Koeffizient von X™*™ darin ist gleich
apby,. Weil a,, # 0 # b, gilt und R ein Integritédtsbereich ist, folgt a,b,, # 0.
Also hat fg den Grad n + m. Wegen fg = 1 muss nun aber n + m = 0 sein,
was nur mit n = m = 0 moglich ist. Somit liegen f, g schon in R und wegen
fg = 1 also auch schon in R*. Insgesamt zeigt dies (R[X])* < R* und damit

(a).
(b) Im Ring Z/4Z[X] ist das Element 1+2X wegen (1+2X)(1-2X) = 1-4X? =
1 invertierbar, aber 1 + 2X ¢ Z/47.

Bemerkung: Allgemeiner kann man zeigen, dass ein Polynom f = Z; a; X' e
R[X] iiber einem beliebigen Ring R genau dann invertierbar ist, wenn ag € R*
ist und alle hoheren Koeffizienten a1, as, ... nilpotent sind.

6. (a) Zeige: Jeder Unterring R < C, der ein endlich-dimensionaler Vektorraum
iiber Q ist, ist ein Korper.
(Hinweis: Fiir jedes f € R~ {0} untersuche die Abbildung R — R, g +— gf.)

(b) Zeige: Fiir jedes n > 0 ist

Q[V2] = {gal({l/ﬁ)’ Vz’:aie@}.

Folgere, dass Q[</2] ein Korper ist.

(c) Bestimme das inverse Element (1 + /2 — \3/1)_1 € Q[v/2] in der Darstellung
ap + a1v/2 + asv/4 fiir ag, aq, as € Q.

Lésung:

(a) Als Unterring eines Korpers ist R bereits ein Integritétsbereich. Wir miissen
daher nur noch zeigen, dass jedes Element f € R~ {0} in R invertierbar ist.
Betrachte dafiir die Abbildung m;: R — R, g — g¢f. Dies ist eine lineare
Abbildung von Q-Vektorrdumen. Fiir jedes g # 0 ist auch ms(g) = fg # 0
im Korper C. Also ist Kern(my) = {0} und m; somit injektiv. Weil R ein



endlichdimensionaler Q-Vektorraum ist, ist der Endomorphismus m; dem-
nach auch surjektiv! Also existiert ein h € R mit hf = mys(h) = 1. Somit ist
f invertierbar, was zu zeigen war.

Wegen (4/2)" = 2 € Q zeigt man schnell, dass die Menge

K = {nzlaz-(%)i

1=0

Vi:aieQ}

ein Unterring von C ist. Der kleinste Unterring Q[ 4/2], der Q und </2 enthiilt,
ist also schon in K enthalten. Umgekehrt folgt aus der expliziten Beschreibung
von Q[4/2] in Proposition 2.4.4 der Vorlesung die Inklusion K < Q[{/2].
Zusammen folgt K = Q[{/2].

Als Q-Vektorraum ist Q[{/2] daher von den endlich vielen Elementen (/2 )
fiir 0 < 7 < n erzeugt und somit endlichdimensional. Wegen (a) ist er damit
ein Unterkorper von C.

Fiir das gesuchte Element ag + a1v/2 + ax¥/2 muss gelten
1= (CL(] + a1\3/§+ CLQ\S/ZL)<1 -+ \3/5_ \3/21)
= ag — 2a1 + 2ay + (ap + a3 — 2a2)\3/§ + (a1 — ap + ag)\g’/zl
Dies ist sicher dann der Fall, wenn das lineare Gleichungssystem

ag + a1 — 2a = 0,
(ll—ao—i-(lQ:O,
ag — 2a1 + 2a0 =1

erfiillt ist. (Ob bzw. dass dies tatséchlich auch notwendig ist, muss uns hier
nicht kiimmern.) Wir suchen also eine Losung der Matrixgleichung

1 1 -2 ag 0
-1 1 1 ap|=10
1 -2 2 Qs 1
Der Gauss-Algorithmus
1 1 -2

0 1 0
-1 1 1 0w 1[0 0
1 0 1

o = O

—
[\
[\]
(SNSRI [Y

liefert die Losung ag = 2, a; = %, oy = % Es gilt also

(1+92-Va)" = ¢+ 12+ 2

[S{[Y)



