D-MATH Algebra | HS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlosung Single Choice Aufgaben 2
HoMOMORPHISMEN, NORMALE UNTERGRUPPEN, FAKTORGRUPPEN

Sie haben 15 Minuten Zeit, um die 5 untenstehenden Aufgaben zu l6sen. Es ist jeweils
genau eine Antwort richtig.

1. Wieviele Elemente der Ordnung 2 gibt es in der Diedergruppe Dg?
(a) 1
(b) 6
(c)] 7
(d) 8

Erklirung: Die Elemente in Dg der Ordnung 2 sind genau die 6 Spiegelungen sowie
die Drehung um den Winkel 7 = 180°.

2. Wieviele Automorphismen besitzt eine Gruppe von Primzahlordnung p?

(b)) p—1
(c) p
(d) p+1

Erklirung: Jede Gruppe von Primzahlordnung p ist isomorph zu Z/pZ, also zur
additiven Gruppe des endlichen Korpers [F,,. Jeder Automorphismus dieser Gruppe
bildet das Erzeugende 1 auf ein eindeutiges Erzeugendes a ab und ist daher gege-
ben durch die Multiplikation mit a in F,,. Das Erzeugende a muss dabei jedenfalls
ungleich Null sein. Umgekehrt ist jedes von 0 verschiedene Element a € [, in-
vertierbar und liefert daher einen Gruppenautomorphismus x +— ax. Die gesuchte
Anzahl ist daher p — 1.

3. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Welche Voraussetzung ist notwendig
und hinreichend dafiir, dass fiir jeden inneren Automorphismus von G die Ein-
schrinkung auf H ein Automorphismus von H ist?

(a) Es gibt keine Voraussetzungen.
(b) Die Gruppe G muss abelsch sein.
(c) Es muss H C Z(G) gelten.

(d)| Die Untergruppe H muss normal sein.

Erklirung: Die inneren Automorphismen von G sind die Automorphismen der
Form x — inty(z) := gzg™"' fiir alle g € G. All diese liefern Automorphismen
von H genau dann, wenn gHg ! = H ist fiir alle ¢ € G, das heisst, wenn H
normal ist. Diese Bedingung ist daher notwendig und hinreichend.

Da im allgemeinen nicht jede Untergruppe normal ist, ist (a) falsch. Weiter ist
die Untergruppe aller Drehungen in D,, normal, fiir n > 3 liegt sie aber nicht im
Zentrum und D,, ist nicht abelsch. Also ist (b) bzw. (c¢) nicht zwingend notwendig.



4. Welche Aussage ist in jeder Gruppe richtig?

(a) Jede Untergruppe von Ordnung 2 ist normal.
(

b) Jede Untergruppe von Primzahlindex ist normal.

(c)| Jede Untergruppe von Index 2 ist normal.

(d) Jede Untergruppe von Primzahlordnung ist normal.

Erklarung: Wir wissen (c) aus der Vorlesung. Dagegen ist in der Diedergruppe Dj
die von einer Spiegelung erzeugte Untergruppe nicht normal und hat Ordnung 2
und Index 3. Dies ist also ein Gegenbeispiel zu (a), (b) und (d).

5. Welche Aussage gilt fiir jede Untergruppe H < G und jede normale Untergruppe
N < G einer Gruppe G?

(a) H/(HNN)=N/(HNN).

(b) G/H = (G/N)/(H/N) falls H normal ist.

(c)| H/(HNN)~ HN/N.

(d) G/(HNN)=G/H x G/N falls H normal ist.

Erklirung: Der erste Isomorphiesatz gibt den natiirlichen Isomorphismus in (c).
Fiir jede nichttriviale Gruppe G ist H = G und N = {1} ein Gegenbeispiel zu (a).
In (b) miisste zusétzlich N C H voraussgesetzt werden; ansonsten ist H/N nicht
definiert. In (d) ist jede nichttriviale endliche Gruppe G und H = N = {1} ein
Gegenbeispiel.



