D-MATH Algebra I HS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlosung Single Choice Aufgaben 3
OPERATIONEN

Sie haben 15 Minuten Zeit, um die 5 untenstehenden Aufgaben zu losen. Es ist jeweils
genau eine Antwort richtig.

1. Welche der folgenden Abbildungen GL,(Q) x Mat,«,(Q) — Mat,«,(Q) ist fir jedes
n eine Linksoperation der Gruppe GL,(Q) auf Mat,,y,(Q)?

Erklirung: Fiir beliebige A, B € GL,(Q) und M € Mat,«,(Q) gilt (MB 1HA™! =
M(AB)™!; also ist (a) eine Linksoperation. In der Gleichung A" (BT M) = (BA)TM
steht dagegen BA anstatt AB, darum ist (b) eine Rechtsoperation. Diese ist nur
dann auch eine Linksoperation, wenn die Gruppe GL,(Q) kommutativ ist, was sie fiir
n > 1 nicht ist. Schliesslich operiert die Einheitsmatrix in (c¢) und (d) nicht trivial,
also haben wir dort keine Gruppenoperation. Somit ist nur (a) richtig.

2. Der Stabilisator der Matrix (3 3) € Mat,, «,(Q) beziiglich der Linksoperation

GLo(Q) X Matyxn(Q) — Matxn(Q), (A, M) s AM
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Erklirung: Fir a,b,c,d € Q gilt (c d) . (0 0) = (20 4c> = (0 0) genau

dann, wenn @ = 1 und ¢ = 0 ist. Da wir den Stabilisator in GLy(Q) wollen, brauchen

wir zusitzlich die Bedingung ad — be = det <Z Z) # 0, also d # 0. Somit ist (d)
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die richtige Antwort. In (b) fehlt die Bedingung d # 0, und (c) ist der Stabilisator
derselben Matrix fiir die Operation in Aufgabe 1.



3. Fiir eine Primzahl p betrachte die Menge aller Polynome vom Grad < 1 in F,[X]. Die
additive Gruppe von I, operiert darauf durch die Vorschrift (a, f(X)) — f(X + a).
Wieviele Bahnen besitzt diese Operation?

(a) 1
(b) p

(c)|2p—1
(d) p?

Erklirung: Jedes der p konstanten Polynome ist ein Fixpunkt der Operation, bildet
also alleine eine Bahn. Dagegen hat fiir jedes b € F; das Polynom 0X die Bahn
{b(X +a) | a € F,}. Da b invertierbar ist, liegt schon jedes Polynom der Form
bX + ¢ = b(X + ¢/b) in dieser Bahn; die Bahn ist also gleich {bX + ¢ | ¢ € F,}.
Die Anzahl der Bahnen von nichtkonstanten Polynomen ist daher die Anzahl der
Moglichkeiten fir b € F und somit gleich p — 1. Die Gesamtzahl der Bahnen ist
deshalb p+ (p—1) =2p — 1.

4. Sei H < G eine Untergruppe einer Gruppe G. Welche Aussage ist im Allgemeinen
falsch?

(a) H C Centg(Centg(H))
(b) | H C Centg(H)

(c) Centg(G) = Z(G)

(d) Z(G) C Centg(H)

Erklirung: Die Aussage (b) bedeutet, dass jedes Element von H im Zentralisator von
H liegt, also mit jedem Element von H kommutiert. Sie ist daher dquivalent dazu,
dass H abelsch ist, und ist somit im Allgemeinen falsch.

Andererseits besagt die Definition des Zentralisators von H, dass hx = xh ist fiir
alle h € H und = € Centg(H). Nach der Definition des Zentralisators von Centg(H)
bedeutet dies genau die Inklusion in (a). Die Aussagen (c¢) und (d) folgen noch direkter
aus den Definitionen des Zentralisators und des Zentrums.

5. Sei G eine endliche Gruppe, die von links auf einer Menge X operiert. Welche Aussage
ist im Allgemeinen nicht dquivalent zu den anderen?

(a) Vge G: Yz e X: (gr=x=g=c¢)
(b)|VgeG: (VreX: gr=x)=g=c¢
(c) Ve e X: G, ={e}
(d) Ve € X: |G| = |Gx|

Erkldrung: Die Aussage (a) und (c) sind dquivalent nach Definition des Stabilisators
eines Elements € X. Die Aussage (d) ist wegen der Bahnengleichungen dquivalent zu
(c), also auch zu (a). Diese Aussagen sind genau die Definition einer freien Operation.
Hingegen ist (b) dquivalent dazu, dass kein nichttriviales Element von G alle Elemente
x € X festlésst, also dass die Operation treu ist. Weil z.B. die Multiplikation von F
auf 5 treu, aber nicht frei, operiert (der Stabilisator von 0 ist Fy), ist (b) nicht
dquivalent zu den anderen Aussagen.



