1.10 Operationen

1.10.1 Definition: Eine Operation von links oder kurz Linksoperation (englisch left action) von G auf

einer Menge X ist eine Abbildung

o:GxX =X, (g,2) — o(g,x)

mit den Eigenschaften:

Vg, € GVx € X: o(g,0(¢,2)) =0(99,x) (Assoziativitit) v~
2 Vee X: o(lg,z)=ux (Neutrales Element)

1.10.2 Proposition: Jede Linksoperation o von G auf X entspricht einem Homomorphismus ¢: G — S(X)
vermoge o(g,z) = ¢(g)(z), und umgekehrt. I
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1.10.3 Definition: Eine Operation von rechts oder kurz Rechtsoperation (englisch right action) von G
auf einer Menge X ist eine Abbildung

p: X xG = X, (z,9) = p(z,9)
mit den Eigenschaften:

Vg, € GVx € X: p(p(x,9),9") = p(x,g99") (Assoziativitdt)
Vee X: p(z,lg) == (Neutrales Element)
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1.10.4 Proposition: Jede Wa entspricht einer Rechtsoperation p, und umgekehrt, vermittels

der Gleichung o (g, ) = p(z,g97").
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1.10.5 Beispiel: (a) Die Linkstranslation von G auf G durch o(g, x) :jist eine Linksoperation.

(b) Die Rechtstranslation von G auf G' durch p(z, g) := xg ist eine Rechtsoperation. Die ihr zugeordnete

Linksoperation ist o (g, z) := zg~'.

(c) Die Konjugation von G auf G durch o(g,x) :# 92)= gxg~! ist eine Linksoperation. Die ihr zugeord-

nete Rechtsoperation ist p(z,g) := g 'zg.

1.10.6 Konvention: Oft schreibt man auch eine allgemeine Linksoperation in der Form o (g, x) = gx oder
o(g,z) = 92, wenn Verwechslungen unwahrscheinlich erscheinen.
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1.10.7 Bemerkung: Oft will man, dass eine Operation mit Zusatzstrukturen auf X vertraglich ist, das
heisst, dass fiir jedes g € GG die Abbildung X — X, x — gz mit diesen Zusatzstrukturen vertraglich ist,
oder dquivalent dass der Homomorphismus G — S(X) durch die Untergruppe aller strukturerhaltenden

Automorphismen von X faktorisiert.

1.10.8 Beispiel: Sei Mpe. Ein Homomorphismus ¢: G — Aut(H) entspricht einer
Linksoperation ¢ von G auf der Menge H mit der weiteren Eigenschaft

Vg e GYh,h' € H: o(g,hh') =a(g,h)o(g, h'), (= ?ng(hh‘) =

l
genannt eine Linksoperation von G auf der Gruppe H. € (J) (L] - f’ (7-)(!“)

1.10.9 Beispiel: Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Homomorphismus ¢: G — Autg (V') entspricht einer

Linksoperation ¢ von G auf der Menge V' mit den weiteren Eigenschaften

Vge GYv, o' eV: oa(g,v+v)=0(g,v)+ a(g,v),
Vge GVYveVVAe K: o(g,\v) =X -0(g,v).

Eine solche Linksoperation heisst K -linear oder eine Darstellung von G auf V.



1.11 Bahnen

Sei (g, z) — gz eine Linksoperation von G auf einer Menge X.

1.11.1 Definition: Die Bahn (englisch orbit) eines Elements x € X ist die Teilmenge

O¢(z) = Gx = {gz|ge G} C X.

1.11.2 Proposition: Fiir alle x, 2’ € X gilt

Gr=G1 < 2€Gr < 17 e€Gr < GxNGr # 2.

Insbesondere ist X die disjunkte Vereinigung aller Bahnen von G.

/W
'}ii € Qx' — il K:QX' VAVIEY 364
— Cie G = L

et o ling 24



1.11.3 Definition: Der Stabilisator eines Elements = € X ist die Untergruppe

Stabg(z) == G, = {geG|lgr=2} < G.
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1.11.5 Proposition: Fiir jedes x € X haben wir eine natiirliche Bijektion
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1.11.6 Definition: Ein Element x € X mit Gz = {z}, oder dquivalent G, = G, heisst ein Fizpunkt
von G. Die Menge aller Fixpunkte von G wird bezeichnet mit X©.

1.11.7 Beispiel-Definition: Betrachte die Linksoperation von G auf sich durch Konjugation. Die Bahn

eines Elements z € G

Oc(z) = {z | g€ G}

heisst die Konjugationsklasse von x. Der Stabilisator von z ist genau der Zentralisator Centg(x). Die

Menge der Fixpunkte von G ist das Zentrum Z(G). ?KFK |Vg GQ; ﬁkrl( } > :’kg

1.11.8 Beispiel: Die Konjugationsklassen in GL,(K) sind genau die Ahnlichkeitsklassen invertierbarer

Matrizen.




1.11.9 Beispiel-Definition: Betrachte die Linksoperation von G auf der Menge aller Untergruppen von G
durch Konjugation (g, H) — 9H. Die Fixpunkte dieser Operation sind genau die normalen Untergruppen

von G. Der Stabilisator einer beliebigemmer Normalisator von H:

Normg(H) = {g € G|'H = H}.

1.11.10 Definition: Der Zentralisator einer Untergruppe H < G ist die Untergruppe

Centg(H) == {g€ G |Vhe H:%h=h}. = (\ Gt (L)
E— ey &

1.11.11 Proposition Fiir jedes H < G gilt H < Normg(H) und Centg(H) < Normeg(H).
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1.11.12 Beispiel: Sei T < GLn(K) die Untergruppe aller Diagonalmatrizen. Ist |K| > 2, dann ist ﬂ
). = Normgy, () (T") die Gruppe aller monomialen Matrizen, das heisst all solcher, die in jeder Zeile und jeder

Spalte genau einen von Null verschiedenen Eintrag haben. Das sind genau die Matrizen, welche ein Produkt

einer Diagonalmatrix mit einer Permutationsmatrix sind.
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1.12 Eigenschaften von Operationen

1.12.1 Definition: Eine Operation von GG auf X heisst

(a) transitiv, wenn sie genau eine Bahn besitzt.
Aquivalent: Es ist X # @ und Vz,2’ € X 3g € G: gz =«

(b) frei, wenn gilt Vo € X: G, = {1}. L(er(?):?gGC; l e :aK-"K}
Aquivalent: Vo € X Vg € G\ {1}: gz # x. — /‘\ <

(c) treu, wenn gilt [,y Go = {1}
Aquivalent: Der entsprechende Homomorphlsmuép G — S(X) ist injektiv.

(d) trivial, wenn gilt Vg € G Vo € X: gz = x. b}g j( el
Aquivalent: Der entsprechende Homomorphismus G — S(X) ist tr1v1al/' “ leny
1.12.2 Beispiel: Die Linkstranslation von G auf sich ist transitiv und frei und treu.
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1.12.3 Beispiel: Fiir jede Untergruppe H < G haben wir eine transitive Linksoperation

GxG/H— G/H, (9,9H) — gg'H.

Der Stabilisator der trivialen Nebenklasse ist in diesem Fall Stabg(H) = H.
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1.13 Symmetrische Gruppe

1.13.1 Definition: Die Gruppe S,, aller Permutationen von {1,...,n} heisst die symmetrische Gruppe
vom Grad n. Thre Elemente bezeichnet man meist mit kleinen griechischen Buchstaben und schreibt ihre
Operation klammernlos in der Form o: i — oi.

1.13.2 Proposition: Es gilt |S,| =n!. — . (l«—’fl -2

1.13.3 Satz: (Cayley) Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer S,,.
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1.13.4 Definition: Ein Paar (i,j) mit 1 <i < j < n und oi > o heisst ein Fehlstand von o. Die Zahl

Anzahl Fehlstande von o
sgn(o) = (—1)

€ Zf/z},

heisst das Signum oder die Signatur oder das Vorzeichen von o. Eine Permutation mit sgn(o) = 1 heisst

gerade, eine mit sgn(o) = —1 heisst ungerade.
B (N T)= Lo é/b;‘.. @/
1.13.5 Proposition: Die Abbildung sgn: S, — {£1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

1.13.6 Definition: Der Kern von sgn: S,, — {=£1} heisst die alternierende Gruppe A,,.
vou sgn: 5 = {1 aliernierende Gruppe An. 4 A.=S..

1.13.7 Proposition: Fiir alle n > 2 gilt [S, : 4,] =2 und |A,| = 2. SL/AL AL S+ Y
G\ A 291 Al atn Lok = TROLL (A 2) o ronteym A o= Lm angelidss AL =L lappe




