1.13 Symmetrische Gruppe

1.13.1 Definition: Die Gruppe S,, aller Permutationen von {1,...,n} heisst die symmetrische Gruppe
vom _Grad n. Ihre Elemente bezeichnet man meist mit kleinen griechischen Buchstaben und schreibt ihre
Operation klammernlos in der Form o: i — oi.

1.13.2 Proposition: Es gilt |S,| = n!.

1.13.3 Satz: (Cayley) Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer S,,.

1.13.4 Definition: Ein Paar (i,j) mit 1 <7 < j < n und o7 > o heisst ein Fehlstand von o. Die Zahl

sgn(o) = (_1)Anzahl Fehlstande von o

heisst das Signum oder die Signatur oder das Vorzeichen von o. Eine Permutation mit sgn(o) = 1 heisst

D

gerade, eine mit sgn(o) = —1 heisst ungerade.

1.13.5 Proposition: Die Abbildung sgn: S, — {£1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

1.13.6 Definition: Der Kern von sgn: S, — {31} heisst die alternierende Gruppe A,. Vx, o V—r W
W‘W;w

1.13.7 Proposition: Fiir alle n > 2 gilt [S, : 4,] =2 und |A,| = %.
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1.13.8 Definition: Fir k

1 und paarweise verschiedene Ziffern iy,...,4 € {1,...,n} bezeichnet
(17 ... ig) die Permutation in S,, mit L‘Z e i{' 72
“ i1 g ... i i und i i firalle i & {i1, ..., 0} L// 7'%'
Eine solche Permutation heisst ein k-Zykel. Ein 2-Zykel heisst eine Transposition - L';& -
1.13.9 Proposition: (a) Zwei Zykel (i; ... i) und (j; ... J¢) si
k={¢=1ist,oderk=/¢>1listundeinl < m

... J¢) sind gleich genau dann, wenn entweder
< k existiert mit (j; ... jy) =
(b) Fiir je zwei disjunkte Zykel o und 7 gilt o7

(it - g - im)
=T0.

(c) Fiir jeden Zykel gilt (i,

<& (2) = (%)
(d) Fiir jeden Zykel und jedes o € S, gilt “(iy ... i
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10 Folge: Je zwei k-Zykel in S,, sind konjugiert.
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1.13.11 Proposition: Jede Permutation o € .S, ist ein Produkt disjunkter Zykel. Dabei kann man alle 1-
—_ T T———— S TS —
Zykel weglassen, und danach sind die Faktoren bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Sie entsprechen

den Bahnen der Lénge > 1 von (o) auf {1,...,n}.
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1.13.12 Definition: Eine
von n. Die Anzahl p(n)

Folge (dl, dg, R

)in Z7° m

solcher Partitionen heisst Part:

MS% eine (ungeordnete) Partition
>
n. p: D=9__, 2? o

1.13.13 Proposition: Fiir jedes o g E D5y Sy, sei dy, die Anzahl der Bahnen der Lénge k von (o). Dann induziert

die Abbildung o — (dy, da, . .

.) eine Bljektlon von der Menge der Konjugationsklassen von S,, auf die Menge

der Partitionen von n. Die Anzahl der Konjugationsklassen von S,, ist also p(n).
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1.13.14 Proposition: Jede Permutation ist ein Produkt von Nachbartranspositionen, das heisst von
Transpositionen der Form (i i+1) fiir gewisse 1 < i < n.
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1.13.15 Folge: Die S, ist von allen Transpositionen erzeugt. ~Jd 2 o e Mmﬂ'&f\r_
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1.13.16 Proposition: Fiir jeden k-Zykel o gilt sgn(o) = (—1)¥~1.
Rt w= (4, o) Vi zell b TS G A 769 e ) - () =
T = TIT)= s (0 - () s BT
- e 5=y = ()= 4 ( 5~ (T i
y=(12)(2y) . .. (-1 ) SV e (0 )]s o y
L 4 —_— _ k-1 T &,
e Fbbhe = s (¥)= ),

1.13.17 Proposition: Die A, ist von allen 3-Zykeln erzeugt.
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1.13.18 Spezialfall: Die Untergruppen von S, fiir n =

1 gl_ 1 1 ~» normal
ﬁg ~C_,2_ 2 1 ~» normal
Untergruppe von Ss | isomorph zu | Ordnung | Anzahl Konjugierte
‘33):3[-:6 1 ﬁ 1 1 ~» normal

((12)) Cy 2 3
A C 3 1 ~~ normal

- —t 3 3 2
<(4 z 3)> _5_3 Ds 6 1 ~» normal
I'e
= C4 1/ } = S =T
T:=( 2 2) ST (273) (224)= =T
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2, 3, 4 sind bis auf Konjugation:
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Untergruppe von S; | isomorph zu | Ordnung | Anzahl Konjugierte
1 G 1 1 ~ normal
<(1 2) Coy 2 6«
o | & | 2| s
{123)) G 3 4 .
o ((12),(34)) Cy x Cy 4 3
EW/JJM. ‘3)<(1 2)(34),(13)(2 4)> Cy x Oy 4 1 ~~ normal
((1234)) Ci 4 3
(123),12) S5 0 1 ¢= ((/‘4“‘3)3 \
((zs®.03) | D | 3 3 R
é Ay 12 1 ~» normal 2 = 5"
L/l_:((-'} Y= LY 4 S4 24 1 ~» normal

1.13.19 Bemerkung: Die Untergruppe
K = {((12)(34),(13)(24)) = {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}
_———— L R S S
von Sy heisst die Kleinsche Vierergruppe. Sie ist normal und hat die Faktorgruppe S;/K = S3. Die drei

Untergruppen der Ordnung 2 von K sind normal in K, aber nicht normal in Sj.
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