
1.14 Freie Gruppen

Betrachte eine Menge I.

1.14.1 Definition: Eine freie abelsche Gruppe mit Erzeugenden xi für alle i 2 I, oder kurz eine freie

abelsche Gruppe über I ist eine abelsche Gruppe F ab
I zusammen mit einer Abbildung � : I ! F ab

I , i 7! xi,
so dass die folgende universelle Eigenschaft gilt:

Für jede abelsche Gruppe H und jede Abbildung f : I ! H existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
' : F ab

I ! H mit ' � � = f , das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

i
�
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I
f

//
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H

xi F ab
I

'

::

1.14.2 Proposition: Eine freie abelsche Gruppe über I ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, mit
anderen Worten: Sind (F ab

I ,�) und (F 0ab
I ,�0) zwei solche, so existiert ein eindeutiger Gruppenisomorphismus

⇥ : F ab
I

�! F 0ab
I mit ⇥ � � = �0, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

I �0

//

� ##

F 0ab
I

F ab
I

⇥

�=
::



1.14.3 Proposition: Eine abelsche Gruppe F ab
I mit einer Abbildung � : I ! F ab

I , i 7! xi ist genau dann
eine freie abelsche Gruppe über I, wenn sich jedes Element von F ab

I schreiben lässt in der Form
Q0

i2I x
ni

i

für eindeutige ni 2 Z, von denen fast alle gleich 0 sind.

1.14.4 Beispiel: Der freie Z-Modul

Z(I) :=
�

(ai)i 2 ZI
⇥

⇥ fast alle ai = 0
 

zusammen mit der Abbildung auf die Standardbasis i 7! ei := (⇤ij)j ist eine freie abelsche Gruppe über I.



1.14.5 Definition: Eine freie Gruppe mit Erzeugenden xi für alle i 2 I, oder kurz eine freie Gruppe über I

ist eine Gruppe FI zusammen mit einer Abbildung � : I ! FI , i 7! xi, so dass die folgende universelle

Eigenschaft gilt:

Für jede Gruppe H und jede Abbildung f : I ! H existiert genau ein Gruppenhomomorphismus ' : FI !
H mit ' � � = f , das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:
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xi FI
'

::

1.14.6 Konvention: Eine freie Gruppe mit n Erzeugenden wird oft mit Fn bezeichnet.

1.14.7 Proposition: Eine freie Gruppe über I ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, mit anderen
Worten: Ist sowohl (FI ,�) wie (F 0

I ,�
0) eine solche, so existiert ein eindeutiger Gruppenisomorphismus

⇥ : FI
�! F 0

I mit ⇥ � � = �0, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

I �0

//

� ""

F 0
I

FI
⇥

�=
;;



1.14.8 Satz: Für jede Menge I existiert eine freie Gruppe über I.

1.14.9 Konstruktion: Sei Ĩ die Menge der Symbole i" für alle i 2 I und alle " 2 {±1}. Eine endliche
Folge der Länge > 0 in Ĩ heisst ein Wort über dem Alphabet Ĩ. Wir schreiben ein Wort ohne Klammern als
w = i"11 . . . i"nn und nennen die Zeichen i"�

⇤
die Buchstaben von w. Sei WĨ die Menge aller Wörter über Ĩ.

Zusammensetzen zweier Wörter w, w0 der Längen n, n0 liefert ein Wort ww0 der Länge n + n0. Diese
Operation ist assoziativ, und das leere Wort ist ein beidseitiges neutrales Element.

Das Herausstreichen oder Einfügen zweier benachbarter Buchstaben der Form i"i⇥" heisst eine elementare

Transformation. Wir nennen zwei Wörter w,w0 2 WĨ äquivalent und schreiben w ⇥ w0, wenn sie durch eine
Folge elementarer Transformationen ineinander übergehen. Dies definiert eine Äquivalenzrelation auf W Ĩ .
Sei [w] die Äquivalenzklasse von w 2 WĨ und FI := WĨ/ ⇥ die Menge aller Äquivalenzklassen.

1.14.10 Proposition: Es existiert eine eindeutige Gruppenstruktur auf FI , so dass für alle w,w0 2 WĨ gilt
[w][w0] = [ww0]. Deren Einselement ist die Äquivalenzklasse des leeren Worts. Die Gruppe FI zusammen
mit der Abbildung I ! FI , i 7! [i1] ist eine freie Gruppe über I.





1.14.11 Definition: Ein Wort w 2 WĨ , welches kein zusammenhängendes Teilwort der Form i"i⇥" enthält,
heisst reduziert.

1.14.12 Proposition: Jedes Wort w 2 WĨ ist äquivalent zu genau einem reduzierten Wort.

1.14.13 Bemerkung: Zu jedem gegebenen Wort findet man ein äquivalentes reduziertes Wort durch
wiederholtes Herausstreichen benachbarter Buchstaben der Form i"i⇥", bis dies nicht mehr möglich ist.
Das resultierende reduzierte Wort ist dann der eindeutige reduzierte Repräsentant der Äquivalenzklasse.
Mit diesem Algorithmus kann man entscheiden, ob zwei beliebige gegebene Wörter dasselbe Element von
FI darstellen.





1.15 Erzeugende und Relationen

Sei FI := WĨ/ ⇥ wie im vorigen Abschnitt, und sei J eine Teilmenge von WĨ .

1.15.1 Definition: Sei NJ C FI der von den Elementen g[w]g⇥1 für alle w 2 J und g 2 FI erzeugte
Normalteiler. Dann heisst FI/NJ die Gruppe mit Erzeugenden I und Relationen J . Im Fall I = {1, . . . , n}
und J = {w1, . . . , wm} schreiben wir auch suggestiver

⇤

x1, . . . , xn
⇥

⇥ w1 = . . . = wm = 1
⌅

:= FI/NJ .

Oder man listet die Relationen separat auf. Eine Relation der Form v = w ist äquivalent zu vw⇥1 = 1.

1.15.2 Beispiele:
Z ⇥= F1

⇥= hxi
Cn ⇥=

⇤

x
⇥

⇥ xn = 1
⌅

Z2 ⇥=
⇤

x, y
⇥

⇥ xy = yx
⌅

=
⇤

x, y
⇥

⇥ xyx⇥1y⇥1 = 1
⌅

Dn
⇥=

⇤

a, b
⇥

⇥ an = b2 = 1, bab⇥1 = a⇥1
⌅

Dn
⇥=

⇤

b, c
⇥

⇥ b2 = c2 = (bc)n = 1
⌅

D1 :=
⇤

b, c
⇥

⇥ b2 = c2 = 1
⌅

(unendliche Diedergruppe)
{1} ⇥=

⇤

a, b
⇥

⇥ a2b3 = a3b4 = 1
⌅

1.15.3 Bemerkung: Das Rechnen in beliebigen durch Erzeugende und Relationen beschriebenen Gruppen
bringt grosse algorithmische Probleme mit sich. Siehe zum Beispiel https://en.wikipedia.org/wiki/
Word_problem_for_groups




