Erinnerung:

2.11.1 Definition: Ein Primideal von R ist ein echtes Idedl p ; R mit der Eigenschaft:

Ve,y€ R:xy € p — (x € p oder y € p).

2.11.2 Proposition: Ein Ideal p von R ist ein Primideal genau dann, wenn der Faktorring R/p ein

Integritéatsbereich ist.

2.11.3 Definition: Ein maximales Ideal von R ist ein echtes Idedl m ; R, welches unter allen echten

Idealen maximal ist, das heisst, so dass jedes Ideal a mit m C a entweder gleich m oder gleich R ist.

2.11.4 Proposition: Ein Ideal m von R ist maximal genau dann, wenn der Faktorring R/m ein Korper

ist.

2.11.5 Folge: Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.
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2.11.6 Beispiele: (a) Das Nullideal ist prim genau dann, wenn R ein Integritdtsbereich ist.

(b) Das Nullideal ist maximal genau dann, wenn R ein Korper ist.

(c) Betrachte eine Menge X, einen Korper K, und einen Unterring R des Rings aller Funktionen
Abb(X, K), welcher alle konstanten Funktionen X — K enthélt. Fiir jedes x € X ist dann m, :=
Kern(R — K, f+ f(z)) ein maximales Ideal.
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2.11.7 Folge: Seien K ein Kérper und 0 # f € K[X]. Dann ist (f) ein maximales Ideal genau dann,
wenn f irreduzibel ist. C%-dLL\ Q Lo Eelod v b‘g U e M[’g'\]gg:gt\ = gq ’JEE‘(,‘,,I.
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2.11.8 Beispiele: (a) Das Ideal (X2 + 1ms‘c ein maximales Ideal, und der Faktorring ist isomorph >
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(b) Fiir jede ganze Zahl d, die kein Quadrat ist, ist das Ideal (X? — d) C Z[X] ein Primideal, aber keir7
maximales Ideal. Fiir den Faktorring gilt . - S
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ZIX)/(X? = d) = Z[Vd].
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2.11.9 Satz: (Krull) Fiir jedes echte Ideal a & R existiert ein maximales Ideal m C R mit a C m.
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2.11.10 Folge: Jeder nichttriviale Ring besitzt ein maximales Ideal.

2.11.11 Folge: Jeder nichttriviale Ring besitzt ein Primideal.




3 Korper \

Korpertheorie ist das Studium von Koérpererweiterungen, insbesondere ihrer Konstruktion, Klassifikation,

und das Losen von Gleichungen darin. .

3.1 Korpererweiterungen )

3.1.1 Definition: Ein Unterring K eines Korpers L, welcher selbst ein Korper ist, heisst ein Unterkdrper n‘
von L. Dann heisst L ein Oberkérper von K, und wir sprechen von der Kérpererweiterung L/K. Fir
Korpererweiterungen M /L /K nennen wir L einen Zwischenkdrper von M /K. Eine endliche oder unendliche

Folge von Korpererweiterungen ... /K1 /K;/K;_1/ ... heisst ein Kdrperturm. -
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Faktorraum, sondern dient nur als sprachliche Abkiirzung.

™
3.1.2 Bemerkung: Die Notation L/K bezeichnet hier kein neues mathematisches Objekt wie etw’a einy

P
rC



3.1.3 Proposition: Jeder Korper K besitzt einen eindeutigen kleinsten Unterkorper. Dieser ist _ggtﬂeii_e_r_

isomorph ZE(_@- oder zu I, fiir eine eindeutige Primzahl p. 4 o pete. U Lo~

Ree, | Er cridh e el BtSer %MwK;?—Mkr M Ve - LLX"?U‘K\CK

) ~ Q. gl = U () Pded [ D) I
(0/ . 25 & K ke =T F

= La_a(—x):g \ } =0 Bl (%)= T g? wdb Ak Pt B el
ol p =~ P

3.1.4 Definition: Dieser Unterkorper heisst der Primkdrper von K, und die Zahl \L@L

0 falls der Primkorper Q ist,

char(K) = {

p falls der Primkorper F), ist,
heisst die Charakteristik von K.

3.1.5 Proposition: Jeder Kérperhomomorphismus K — L ist injektiv, und wenn einer existiert, so ist

char(K') = char(L).
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3.1.6 Bemerkung: Durch einen Kérperhomomorphismus K < L kann man K mit einem Unterkorper

von L identifizieren. Man sollte dies aber nur dann tun, wenn der Homomorphismus spéter nicht mehr

abgeédndert wird.



3.1.7 Proposition: Fiir jede Korpererweiterung L/K und jede Teilmenge A C L existiert ein eindeutiger

kleinster Zwischenkorper von L/K, welcher A enthélt. Dieser is Quotientenkorper des von A iiber K

erzeugten Unterrings K [A], besteht also aus den Elementen Z*-=222iifiir alle n > 0, alle aq,...,a, € A,
und alle f,g € K[Xq,...,X,] mit g(ay,...,a,) #0.
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3.1.8 Definition: Dieser Zwischenkorper heisst von A dber K erzeugt und wird bezeichnet mit K (A). Fiir
endlich viele Elemente ay,...,a, € L schreiben wir auch K(ay,...,a,) := K({ai,...,a,}) und nennen

diesen Korper endlich erzeugt iber K. Eine Korpererweiterung der Form K (a)/K nennen wir einfach.

3.1.9 Proposition: (a) Fiir alle a € K gilt K(a) = K.

(b) Fiir alle 0 < m < n gilt K(aq,...,a,) = K(a1,...,an)(@mi1,---,a0,).

foes

3.1.10 Beispiel: Der Korper Q(i) = {a + bi | a,b € Q} C C.
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3.2 Korpergrad Kl — L (x4 ) K.y

3.2.1 Definition: Der Grad einer Korpererweiterung L/K ist die Zahl
- 1 (0> & L£O.
[L/K] = dimg(L) € Z7" U {c0}. '

Eine Korperweiterung mit [L/ K] < oo heisst endlich. Eine Korperweiterung vom Grad 2 heisst quadratisch,
vom Grad 3 kubisch, vom Grad 4 biquadratisch.

3.2.2 Proposition: Es ist [L/K]| = 1 genau dann, wenn L = K ist. i
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3.2.3 Beispiel: Es ist [C/R] =2 und [R/Q] = (
3.2.4 Proposition: Fiir jeden Korperturm M/L/K gilt K
M/K] = [M/L]- [L/K]. .
Insbesondere ist M /K endlich genau dann, wenn M /L und L/K endlich sind. /Z
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3.2.5 Proposition: Jede endliche Korpererweiterung L/K vom Primzahlgrad ist einfach, und fiir jedes
ae LN K gilt L =K(a).
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3.2.6 Proposition: Fiir jede Korpererweiterung L/K vom Grad 2 mit char(K) # 2 existiert ein a € L
mit L = K(a) und b := a® € K. Wir kénnen dieses a als eine Quadratwurzel aus b ansehen.

3.2.7 Vorsicht: Die Notation a = v/b ist sehr gefihrlich wegen fehlender Eindeutigkeit! Nur in R>° sind
Wurzeln eindeutig definiert.



