Erinnerung:

2.4.4 Proposition: Fiir jeden Unterring R C R und jede Teilmenge A C R existiert ein eindeutiger

kleinster Unterring von R, welcher R’ und A enthélt. Dieser besteht aus den Elementen der Form
et s VOl

fiir alle n > 0 und ay, ...,a, € A und z;,

.....

2.4.5 Definition: Dieser Unterring heisst der von A dber R’ erzeugte Unterring und wird bezeichnet mit
R'[A]. Fiir endlich viele Elemente ay, ..., a, € R schreiben wir auch R'[ay,...,a,] := R'[{a1,...,a,}].
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2.4.6 Beispiel: Der Unterring Z[i] = {a + bi | a,b € Z} von C.
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2.4.7 Beispiel: Es ist Z[i]* = {£1, £i}.
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2.4.8 Beispiel: Der Unterring Z[/7] = {a + bv/7 | a,b € Z} von R.

2.4.9 Beispiel: Es ist Z[V7]* = {£(8 +3V7)" | n € Z}.
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2.4.10 Beispiel: Der Unterring Z[3] = {% | a € Z, n € Z*°} von Q.

2.4.11 Beispiel: Es ist Z[3]* = {£2" | n € Z}.
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2.4.12 Proposition-Definition: Das kartesische Produkt von Ringen R; X ... X R, mit komponentenwei-
ser Addition und Multiplikation sowie dem Nullelement (0, ...,0) und dem Einselement (1,...,1) ist ein

Ring. Fiir diesen gilt weiter (Ry x ... x R,)* = R x ... x R* und darin (21,...,2,)" = (2%, ..., 2;%).
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2.4.13 Proposition-Definition: Fiir jeden Ring R und jede Menge X ist die Menge R aller Funktionen
f: X — R mit punktweiser Addition (f + g)(z) = f(x) + g(x) und Multiplikation (f - g)(z) = f(z) - g(x)

sowie den konstanten Funktionen 0 als Nullelement und 1 als Einselement ein Ring.

2.4.15 Bemerkung: Viele interessante Ringe sind Unterringe von Funktionenringen, zum Beispiel die
Ringe aller stetigen oder differenzierbaren oder holomorphen Funktionen auf Teilmengen von R oder R¢
oderC.



2.5 Polynomringe

Erinnerung: Polynome in einer Variablen ><
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2.5.1 Konstruktion: Seien R ein Ring und n eine natiirliche Zahl. Sei I,, die Menge aller Tupel
i = (i1,...,4,) in Z7° Betrachte die Menge o

R, = {(ai)er, | alle a; € R und fast alle a; = 0}.

—

Fiir zwei Elemente von R,, definieren wir neue Elemente von R,, durch

(a)i + (b)) = (a;i+by);
(ai)i - (b); = (Zgﬂ':@ a; - bi)k

beo v tusin

Betrachte weiter die Abbildung

v R— Ry, al_)({a falls ¢ = (0,...,0), })Z

0 sonst,

und bezeichne 0 := ¢(0) und 1 := ¢(1). Fiir jedes 1 < v < n sei

[ S

0 sonst, € fin.
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X, = ({1 fallsg:(O,...,O,},O,...,O), })

Fiir jedes i € I, kiirzen wir ab

Xt = lin,”.

Fiir alle 4, j € I,, gilt dann
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2.5.2 Proposition: (a) (R,,+,-,0,1) ist ein Ring.

(b) ¢ ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir identifizieren R mit seinem Bild.

(c) Fiir jedes Element von R, gilt

———

(d) Jedes Element von R, hat eine eindeutige Darstellung der Form Z;e 1, X 3
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Daher konnen wir die Elemente von R,, mit allen ,formalen Ausdriicken” der Form Z;e 1, @iX L identifizie-

o
ren, und zwei solche Elemente sind genau dann gleich, wenn ihre Koeffizienten a; iibereinstimmen. Diese

Ausdriicke gehorchen den iiblichen Rechenregeln in einem Ring. Einen solchen Ausdruck nennen wir ein
Polynom tiber R. Ein Polynom der speziellen Form aX* mit a € R heisst ein Monom. Je nach Zusammen-

hang wahlt man andere Symbole anstatt X, ; die aber noch nicht belegt sein diirfen. Das System dieser

—

,neuen Variablen“ kiirzt man oft mit X = (X7,..., X,,) ab und schreibt den Polynomring in den Variablen
Xq,..., X, tuber R als

R[X] := R[Xi,...,X,] = Rn.7
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