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Die vorliegende Zusammenfassung enthélt die in der Vorlesung behandelten Definitio-
nen und Resultate und wichtigsten Beispiele, jedoch keine Beweise. Diese werden in
der Vorlesung entwickelt. Dort wird auch erklért, was die Begriffe anschaulich bedeu-
ten, welchen Stellenwert und welche Querbeziige sie aufweisen, welche Beweistechniken
man benutzt, und so weiter. Die Zusammenfassung ist so konzipiert, dass man alles
auch spater gut nachschlagen kann.

Eine weitere wichtige Voraussetzung, sich das Material anzueignen, ist die aktive Mit-
arbeit in den begleitenden Ubungen und das selbsténdige Losen der Ubungsserien. Die
darin behandelten Resultate gehoren ebenfalls zum Stoff der Vorlesung.

Ausserdem empfehle ich die begleitende Lektiire von mindestens einem richtigen Lehr-
buch der Algebra, siehe das Literaturverzeichnis am Ende. Die Vorlesung baut auf den
Vorlesungen Lineare Algebra I-+1I aus dem Studienjahr 2021-22 auf.

Die Vorlesung Algebra I umfasst Kapitel 1-3 und Teile von Kapitel 4; die Vorlesung
Algebra II die restlichen Kapitel.
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1 Gruppen

1.1 Grundbegriffe

1.1.1 Definition: Eine Gruppe ist ein Tripel (G, o, e) bestehend aus einer Menge G

mit einer Abbildung
o: GXxG—G, (a,b)r—~aob

und einem ausgezeichneten Element e € GG, so dass gilt:

Va,b,c € G: ao(boc)=(aob)oc (Assoziativitit)
Vae G: eoa=ua (Linksneutrales Element)

Vae G3Jad€eG: doa=e (Linksinverses Element)
Die Gruppe heisst kommutativ oder abelsch, wenn zuséatzlich gilt:
Va,b€ G: aob="boa (Kommutativitét)

1.1.2 Proposition: In jeder Gruppe (G, o, ¢€) gilt:

(a) Jedes linksneutrale Element e ist auch rechtsneutral, das heisst, es gilt Va € G
aoe = a. Wir nennen e darum kurz neutrales Element von G.

(b) Jedes zu a € G linksinverse Element ¢’ € G ist auch rechtsinvers, das heisst, es
gilt a o a’ = e. Wir nennen a’ darum kurz inverses Element zu a.

(c) Das neutrale Element von G ist eindeutig bestimmt.

(d) Zu jedem a € G ist das inverse Element eindeutig bestimmt. Die Standard-

bezeichnung dafiir ist a~!.

(e) Fiir alle a € G gilt (a™!) ' =a.

(f) Fir alle a,b € G gilt (aob)'=0b"toal.
(g) Fiir alle a,b € G existiert ein eindeutiges z € G mit aox = b, namlich x = a~'ob.
(h

(i) Fiir alle a,b,c € G gilt b=c¢ +— aob=aoc. (Kirzungsregel links)

Fiir alle a, b € G existiert ein eindeutiges y € G mit yoa = b, namlich y = boa™".

)
)
)
)
)
)

(j) Fur alle a,b,c € G gilt b=c¢ +— boa = coa. (Kiirzungsregel rechts)

1.1.3 Proposition: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 und fiir beliebige ay,...,a, €
G gilt: Bei jeder moglichen Klammerung der (a priori nicht wohldefinierten) Formel
aio...oa, ist das Resultat gleich. Wir diirfen hier also doch auf Klammern verzichten.

1.1.4 Konvention: Oft schreibt man nur kurz G fiir das ganze Tripel und sieht die
Zusatzdaten als implizit mitgegeben an. Wenn dabei keine Notation fiir die Gruppen-
operation angegeben wird, bezeichnet man diese multiplikativ in der Form ¢ - h oder
gh und das neutrale Element mit 14 oder einfach 1. Das tun ab sofort auch wir und
verwenden ein spezielles Symbol wie o nur, wenn Verwechslungen zu vermeiden sind.



gﬂ Gruppen Pink: Algebra 2022/23 Seite 5

Sei also G eine Gruppe.

1.1.5 Definition: Fiir jedes Element g € G und jede ganze Zahl n definieren wir die
n-te Potenz von g induktiv durch

falls n = 0,

falls n =1,
gt fallsn > 1,
“Logntt fallsn < —1.

e @ <@ =

1.1.6 Proposition: Fiir alle g,h € G und alle m,n € Z gilt:

m4n

g = 9" 9"
gt o= (g")"
(g-h)™ = g™-h™ falls gh = hg ist.

1.1.7 Konvention: Eine abelsche Gruppe (und nur eine abelsche) schreibt man oft
additiv, das heisst mit dem Operator +, dem neutralen Element Og oder 0, und dem
inversen Element —g zu g. Fiir g+ (—h) schreibt man dann auch kiirzer g — h. Anstatt
der n-ten Potenz spricht man von dem n-ten Vielfachen n-g. Die obigen Eigenschaften
iibersetzen sich dann in folgende:

1.1.8 Proposition: Jede additiv geschriebene abelsche Gruppe G ist auf eindeutige
Weise ein Z-Modul. Insbesondere gilt fiir alle g, h € G und alle m,n € Z:

0-g =0

(£1)-9 = +g
(m+n)-g = m-gtn-g
(m-n)-g = m-(n-g)

m-(gth) = m-gtm-h

1.1.9 Beispiel: (a) Die additive Gruppe eines Rings, eines Korpers, eines Vektor-
raums.

(b) Die Einheitengruppe eines Rings, eines Korpers.

(c) Die Matrizengruppen GL,(K), SL,,(K), O(n), SO(n), U(n).

(d) Die Symmetriegruppe einer Teilmenge X des euklidischen Raums R™:

{A€O(n)|A- X=X} oder {A€SO(n)|A- X=X}
(e) Platonische Korper: Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder.

(f) Ein regelmissiges ebenes Polygon im R3 aufgefasst als degenerierter regelmis-
siger Polyeder mit zwei Seitenflachen, heisst Dieder (gesprochen Di-FEder). Er
ist invariant unter n Drehungen um seine Symmetrieachse, sowie n weiteren
Drehungen um 180°, namlich um alle durch den Mittelpunkt und eine Ecke oder
Kantenmitte gehenden Geraden. Zusammen bilden diese 2n Symmetrien die Die-
dergruppe vom Grad n, bezeichnet mit D,,.

1.1.10 Bemerkung: Niemand beschreibt eine Gruppe mittels ihrer Gruppentafel.
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1.2 Untergruppen

1.2.1 Definition: Eine Untergruppe von G ist eine Teilmenge H C G mit den Eigen-
schaften:

(a) 1g € H.

(b) Vh,h' € H: hh' € H.

(c) Vhe H: h™'e€ H.
Die Aussage ,,H ist eine Untergruppe von G bezeichnet man mit H < G oder G > H.

1.2.2 Proposition: Eine Teilmenge H C G ist eine Untergruppe genau dann, wenn
sie zusammen mit der Restriktion der Gruppenoperation von G selbst eine Gruppe
bildet. Dann ist weiter das Einselement von G gleich dem Einselement von H.

1.2.3 Beispiel: Die triviale Untergruppe 1 = {15} und G selbst sind Untergruppen
von G.

1.2.4 Beispiel: Die Untergruppen einer additiv geschriebenen abelsche Gruppe sind
genau die Z-Untermoduln. Insbesondere sind die Untergruppen von Z genau die Ideale
von Z, also die Untergruppen nZ fiir alle n > 0.

1.2.5 Beispiel: Die Untergruppen

SO, (K) < On(K)
A A
SL,(K) < GL,(K).

1.2.6 Beispiel: Die Untergruppen der Diedergruppe.

1.2.7 Proposition: Jede Untergruppe einer Untergruppe von G ist eine Untergruppe
von G.

1.2.8 Proposition: Der Durchschnitt jeder nichtleeren Kollektion von Untergruppen
von G ist ein Untergruppe von G.

1.2.9 Proposition: Fiir jede Teilmenge S C G existiert eine eindeutige kleinste Unter-
gruppe von G, welche S enthélt. Diese besteht aus allen Elementen der Form ai* - - - a%®
fir alle n > 0, alle a; € S, und alle ¢; € {£1}.

1.2.10 Definition: Diese Untergruppe heisst die von S erzeugte Untergruppe (S). Im
Fall einer endlichen Teilmenge schreiben wir auch kiirzer (as, ..., a,) = ({a1,...,a,})
und nennen diese Untergruppe endlich erzeugt. Ist G = (S), so nennen wir G von S
erzeugt.
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1.2.11 Definition: Eine von einem Element erzeugte Gruppe G = (a) heisst zyklisch.

1.2.12 Beispiel: Die additiven Gruppen von Z und Z/nZ fiir jedes n > 1 sind zyklisch.
Die Untergruppen von Z sind die mZ fiir alle m > 0; die Untergruppen von Z/nZ die
mZ/nZ fir alle m|n.

1.2.13 Beispiel: Die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln u,, := {¢ € C | (" = 1} <
C* ist zyklisch. Dass diese auf einem Kreis liegen, ist der Ursprung der Bezeichnung
wzyklisch®.

Die Kommutativitdt oder Nichtkommutativitat einer Gruppe hat mit einer Reihe von
weiteren Untergruppen zu tun:

1.2.14 Definition: (a) Der Kommutator von g,h € G ist das Element [g,h] :=
ghg th=1.

(b) Die Kommutatorgruppe von G ist die von allen Kommutatoren erzeugte Unter-

gruppe
= ({lg.n | 9.h € G}).
(c) Der Zentralisator eines Elements g € G ist die Untergruppe
Centg(g) = Gy ={r € G| xg = gz}
(d) Das Zentrum von G ist die Untergruppe

Z(G) = {zeG|VyeG: zy=yxzx}.

1.2.15 Proposition: (a) gh = hg <= [g,h] = 1.
(b) Centg(g) ist die eindeutige grosste Untergruppe H < G mit g € Z(H).

(c) Z(G) =Nyeq Centalg) < G.

(d) g € Z(G) <= Centg(g) = G.
)

(e) G ist abelsch «— Z(G) =G <= [G,G] = 1.

C

1.2.16 Beispiel: (a) Die Kommutatorgruppe von GL,,(K) ist SL,,(K) ausser fiir |K| =
n=2.

(b) Sei g € GL,(K) eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonalein-
tragen. Dann ist Centqr, (k) die Gruppe aller invertierbarer Diagonalmatrizen.

(c) Das Zentrum von GL, (K) ist die Untergruppe aller Skalarmatrizen K* - I,,.
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1.3 Nebenklassen

1.3.1 Definition: (Rechnen mit Teilmengen) Fiir beliebige Teilmengen X, Y C G und
Elemente g € G schreiben wir

XY = {ay|ze X, yeY},
9X = {gz |z € X},
Xg = {zg |z e X},
X1 = {z71 |2z e X}

Wegen der Assoziativitdat von G ist auch das Produkt von Teilmengen assoziativ, das
heisst, es gilt X(YZ) = (XY)Z und ¢g(XY) = (¢X)Y und so weiter. Bei Produkten
von mehreren Teilmengen und/oder Elementen kénnen wir daher wieder die Klammern
weglassen. Weiter gilt

(XY)?t = y1x!

(gX)™' = X~lg™!

(Xg)™ = g7 X~
XY =YX falls G abelsch ist,
gX = Xg falls G abelsch ist.

1.3.2 Definition: Betrachte eine Untergruppe H < G. Fiir jedes Element ¢ € G

heisst
gH = {gh|he€ H} eine Linksnebenklasse von H,

Hg = {hg|h € H} eine Rechtsnebenklasse von H.

Die Menge der jeweiligen Nebenklassen wird bezeichnet mit

G/H = {gH | g€ G},
H\G = {Hg|ge€G}.

1.3.3 Proposition: Fiir jedes g € G ist (¢H)™' = Hg™! und (Hg)™* = g 'H. Dies
liefert eine natiirliche Bijektion zwischen Links- und Rechtsnebenklassen

G/H — H\G, gH s Hg '

Alle folgenden Aussagen fiir Linksnebenklassen kann man damit in Aussagen fiir
Rechtsnebenklassen iibersetzen.

1.3.4 Proposition: Fiir alle ¢, ¢’ € G gilt

gH=¢H <— ge¢dH — ¢ €gH <— gHNJH+# @.
Insbesondere ist G die disjunkte Vereinigung aller Linksnebenklassen von H.
1.3.5 Proposition: Fiir alle g € G gilt |gH| = |H|.

1.3.6 Bemerkung: Die Menge G/H hat im allgemeinen keine natiirliche Gruppen-
struktur; vergleiche §1.9
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1.4 Ordnung, Index, Exponent

1.4.1 Definition: (a) Die Ordnung von G ist die Kardinalitét |G]|.
(b) Die Ordnung eines Elements g € G ist die Kardinalitét ord(g) := [(g)|.
(c) Der Indez einer Untergruppe H < G ist die Kardinalitat [G : H] := |G/H|.

1.4.2 Beispiel: Es gilt [G : G] =1 und [G : 1] = |G|.

1.4.3 Proposition: Die Ordnung eines Elements g € G ist die kleinste ganze Zahl
n > 1 mit ¢g" = 1, falls diese existiert, und andernfalls co.

1.4.4 Satz: (Lagrange) Fiir jede Untergruppe H < G gilt

G| =[G : H]-|H]|

1.4.5 Folge: In jeder endlichen Gruppe G sind |H| und [G : H] und ord(g) Teiler
von |G].

1.4.6 Folge: Jede endliche Gruppe G von Primzahlordnung ist zyklisch und besitzt
nur die Untergruppen 1 und G.

1.4.7 Satz: Fiir alle Untergruppen K < H < G gilt

[G:K|=|G:H| [H:K].

1.4.8 Definition: Der Ezponent exp(G) von G ist die kleinste ganze Zahl n > 1 mit
der Eigenschaft Vg € G: ¢" = 1, falls diese existiert, und andernfalls oc.

Der Exponent ist also das kleinste gemeinsame Vielfache von ord(g) fir alle g € G.
1.4.9 Folge: Der Exponent jeder endlichen Gruppe teilt die Gruppenordnung.

1.4.10 Bemerkung: Der Exponent kann endlich sein, auch wenn die Gruppe selbst
unendlich ist, zum Beispiel fiir die additive Gruppe eines unendlich-dimensionalen
Vektorraums iiber Fs.

1.4.11 Proposition: Jede Gruppe vom Exponenten 2 ist abelsch.



gﬂ Gruppen Pink: Algebra 2022/23 Seite 10

1.5 Homomorphismen
1.5.1 Definition: Ein (Gruppen)-Homomorphismus ¢: G — H ist eine Abbildung
mit
V9.9 € G: v(g9) = ¢(9)e(g).
Dann heissen weiter

Kern(p) = {9 € G| p(g) =1y} der Kern von ¢,
Bild(¢) = {¢(9) | g € G} das Bild von .

1.5.2 Proposition: Fiir jeden Homomorphismus ¢: G — H gilt
(a) ¢(lg) = 1m.
(b) Vg€ G: ¢(g7") =wl(g)~"

(c) Vge G: VneZ: o(g") = ¢(g)"
(

)
)
d) Kern(y) ist eine Untergruppe von G.
(e) Bild(yp) ist eine Untergruppe von H.
) ¢ ist injektiv genau dann, wenn Kern(p) = 1 ist.
) ¥

(

(g) ¢ ist surjektiv genau dann, wenn Bild(y) = H ist.

1.5.3 Beispiel: Die konstante Abbildung G — H, g +— 1g ist ein Homomorphismus.

1.5.4 Beispiel: Die identische Abbildung idg: G — G, g — ¢ ist ein Homomorphis-
mus.

1.5.5 Beispiel: Fiir jedes g € G ist die Abbildung Z — G, n + ¢" ein Homomorphis-
mus.

1.5.6 Beispiel: Ist G abelsch, so ist fiir jedes n € Z die Abbildung G — G, g — g"
ein Homomorphismus. Ist umgekehrt g — ¢g~! ein Homomorphismus, so ist G abelsch.

1.5.7 Beispiel: Die Inklusion einer Untergruppe H < G ist ein Homomorphismus.

1.5.8 Proposition: Die Komposition zweier Homomorphismen ist ein Homomorphis-
mus.
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1.6 Isomorphismen

1.6.1 Definition: Ein Homomorphismus ¢: G — H, fiir den ein beidseitiger inverser
Homomorphismus ¢~ : H — G existiert, heisst ein Isomorphismus, und wir schreiben
dann ¢: G = H. Existiert ein Isomorphismus G = H, so heissen G und H isomorph
und wir schreiben G = H.

1.6.2 Proposition: Ein Homomorphismus ist ein Isomorphismus genau dann, wenn
er bijektiv ist.

1.6.3 Proposition: Die Komposition zweier Isomorphismen ist ein Isomorphismus.
Das Inverse eines Isomorphismus ist eindeutig bestimmt und selbst ein Isomorphismus.
Isomorphie von Gruppen ist eine Aquivalenzrelation.

1.6.4 Bemerkung: Alle inneren Eigenschaften und Invarianten einer Gruppe sind
invariant unter Isomorphismen, zum Beispiel die Kommutativitat, die Ordnung, der
Exponent.

1.6.5 Proposition: Jede zyklische Gruppe ist isomorph zur additiven Gruppe von Z
oder Z/nZ fir eine eindeutige natiirliche Zahl n > 0.

1.6.6 Konvention: Eine nicht ndher bestimmte zyklische Gruppe der Ordnung n > 0
wird bezeichnet mit Z,, oder C,,.

1.6.7 Beispiel: Die Homomorphismen bzw. Isomorphismen zwischen additiv geschrie-
benen abelschen Gruppen sind genau die Z-Modul-Homomorphismen bzw. -Isomorphismen.

1.6.8 Beispiel: Die Abbildung z — exp(z) ist ein Isomorphismus (R, +) — (R>?, ).
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1.7 Automorphismen

1.7.1 Definition: Ein Isomorphismus G = G heisst ein Automorphismus von G. Die
Menge aller Automorphismen von G heisst die Automorphismengruppe von G und
wird bezeichnet mit Aut(G).

1.7.2 Proposition: Die Menge Aut(G) ist eine Gruppe beziiglich der Komposition
von Abbildungen o und dem neutralen Element idg.

1.7.3 Beispiel: Fiir alle r,n > 0 gilt Aut((Z/nZ)") = GL,(Z/nZ).
1.7.4 Definition: Fiir alle g,z € GG kiirzen wir ab

Iy = grg!
und nennen x und Yz zueinander konjugiert.

1.7.5 Proposition: Fiir alle g, h,z,y € G gilt

I(hr) =
I(xy) = 9x9y
I(z7) = (=)~
91 = 1
1$ = T

1.7.6 Proposition: Fiir jedes g € G ist die Abbildung
inty: G = G, v— 9%
ein Automorphismus von G. Weiter ist die Abbildung
G — Aut(G), g — int,
ein Homomorphismus mit Kern Z(G).

1.7.7 Definition: Die Abbildung int,: G — G heisst Konjugation mit g. Ein Auto-
morphismus der Form int, heisst ein innerer Automorphismus von G.

1.7.8 Definition: Fiir jedes g € G und jede Teilmenge X C G schreiben wir analog
X =gXg,

mit den entsprechenden Grundeigenschaften. Fiir jede Untergruppe H < G ist auch
9H eine solche.
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1.8 Normalteiler

1.8.1 Proposition: Fiir jede Untergruppe N < G sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(a) Vge G: IN=N
(b) Vg e G: IN C N
(c) Vge G: gN = Ng
(d)

)

(e) Jede Rechtsnebenklasse von N ist gleichzeitig eine Linksnebenklasse von N.

Jede Linksnebenklasse von NNV ist gleichzeitig eine Rechtsnebenklasse von V.

1.8.2 Definition: Eine Untergruppe N mit den obigen Eigenschaften heisst normal
oder ein Normalteiler von G. Die Aussage ,,N ist ein Normalteiler von G* bezeichnet
man kurz mit N < G oder G > N.

1.8.3 Vorsicht: Aus K <t H und H < G folgt im allgemeinen nicht K <1 GG. Vergleiche
auch §5.2

1.8.4 Beispiel: In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe normal.
1.8.5 Proposition: Jede Untergruppe vom Index 2 ist normal.

1.8.6 Beispiel: Seien T eine Drehung um den Winkel 277’ und S eine Spiegelung in der
Diedergruppe D,,. Dann ist (T') = C,, vom Index 2 in D,, und folglich normal. Dagegen
ist (S) = Cy nur normal in D, fiir n < 2. Fiir n = 4 ist allerdings (S) <1 (S, T?) <1 D,,,
weil der Index jeweils gleich 2 ist.

1.8.7 Proposition: Der Kern jedes Homomorphismus G — H ist ein Normalteiler
von G.

1.9 Faktorgruppen
Betrachte einen Normalteiler N < G.
1.9.1 Proposition: Die Abbildung
G/N x G/IN — G/N, (gN,g'N)+— gNg'N = gg'N

ist wohldefiniert und induziert eine Gruppenstruktur auf G/N mit der Nebenklasse
1IN = N als neutrales Element, und die Abbildung

7:G— G/N, g~ gN

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern N.

1.9.2 Definition: Die Gruppe G/N heisst die Faktorgruppe oder der Quotient von G
nach N.
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1.9.3 Proposition: (Universelle Eigenschaft) Fiir jede Gruppe H und jeden Ho-
momorphismus ¢: G — H mit N C Kern(y) existiert genau ein Homomorphismus
p: G/N — H mit porm = ¢, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

1.9.4 Homomorphiesatz: Jeder Homomorphismus ¢: G — H induziert einen Iso-
morphismus
G/ Kern(p) = Bild(y), gKern(p) — ¢(g).

1.9.5 Erster Isomorphiesatz: Fiir jede Untergruppe H < G ist H NN normal in H,
und HN ist eine Untergruppe von G, und wir haben einen Isomorphismus

H/(HNN) = HN/N, h(HNN) — hN.

1.9.6 Zweiter Isomorphiesatz: (a) Die Untergruppen von G/N sind genau die
Gruppen H/N fir alle Untergruppen H < G mit N C H.

(b) Fir solches H ist H/N normal in G/N genau dann, wenn H normal in G ist.

(¢) In diesem Fall haben wir einen Isomorphismus
G/H = (G/N)/(H/N), gH  (gN)(H/N).

1.9.7 Definition-Proposition: Eine bijektive Abbildung einer Menge X in sich heisst
eine Permutation von X. Sei S(X) die Menge aller Permutationen von X. Dann ist
(S(X),0,idx) eine Gruppe, genannt die symmetrische Gruppe der Menge X.

1.9.8 Beispiel: Sei k ein Koérper und n > 0. Sei P" (k) die Menge aller eindimensionalen
Untervektorrdume des Raums der Spaltenvektoren "™, Dann ist

01 GLpai(k) — S(P(k)), Aws (U — AU)

ein Homomorphismus mit dem Kern k*I,,,; wir erhalten somit einen Isomorphismus
der projektiven linearen Gruppe

PGLyy1(k) = GLnpi(k)/k* Ty — Bild(p) < S(P"(k)).

1.10 Operationen

1.10.1 Definition: Eine Operation von links oder kurz Linksoperation (englisch left
action) von G auf einer Menge X ist eine Abbildung

o:Gx X =X, (g,x) — o(g,2)
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mit den Eigenschaften:

Vg, € GVxr € X: o(g,0(¢',x)) =0(gg,x) (Assoziativitit)
Vee X: o(lg,x) == (Neutrales Element)

1.10.2 Proposition: Jede Linksoperation o von G auf X entspricht einem Homo-
morphismus ¢: G — S(X) vermége o(g,x) = ¢(g)(z), und umgekehrt.

1.10.3 Definition: Eine Operation von rechts oder kurz Rechtsoperation (englisch
right action) von G auf einer Menge X ist eine Abbildung
p: X xG—= X, (z,9) = p(z,9)

mit den Eigenschaften:

Vg, € GVr € X: p(p(z,9),9) = p(x,99') (Assoziativitit)
Vee X: p(r,lg) == (Neutrales Element)

1.10.4 Proposition: Jede Linksoperation o entspricht einer Rechtsoperation p, und
umgekehrt, vermittels der Gleichung o(g,z) = p(z,97!).

1.10.5 Beispiel: (a) Die Linkstranslation auf G durch o(g,z) := gx ist eine Links-
operation.
(b) Die Rechtstranslation auf G durch p(z, g) := xg ist eine Rechtsoperation. Die ihr
zugeordnete Linksoperation ist o(g,r) := zg~'.
(c) Die Konjugation auf G durch o(g, ) := 92 = grg~! ist eine Linksoperation. Die
ihr zugeordnete Rechtsoperation ist p(z, g) := g 1xg.

1.10.6 Konvention: Oft schreibt man auch eine allgemeine Linksoperation in der
Form o(g,x) = gz oder o(g,z) = 92, wenn Verwechslungen unwahrscheinlich erschei-
nen.

1.10.7 Bemerkung: Oft will man, dass eine Operation mit Zusatzstrukturen auf X
vertraglich ist, das heisst, dass fiir jedes ¢ € G die Abbildung X — X, z — gx mit
diesen Zusatzstrukturen vertraglich ist, oder dquivalent dass der Homomorphismus
G — S(X) durch die Untergruppe aller strukturerhaltenden Automorphismen von X
faktorisiert.

1.10.8 Beispiel: Sei H eine weitere Gruppe. Ein Homomorphismus ¢: G — Aut(H)
entspricht einer Linksoperation o von GG auf der Menge H mit der weiteren Eigenschaft

Vg € GVYh,h' € H: o(g,hh") = 0c(g,h)o(g, 1),
genannt eine Linksoperation von G auf der Gruppe H.

1.10.9 Beispiel: Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Homomorphismus ¢: G — Autg (V)
entspricht einer Linksoperation o von G auf der Menge V' mit den weiteren Eigen-
schaften
Vge GYu,v' €V: o(g,v+v)=0(g,v)+ a(g,v),
Vge GVYveVVAe K: o(g,\v)=X-0(g,v).

Eine solche Linksoperation heisst K-linear oder eine Darstellung von G auf V.
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1.11 Bahnen

Sei (g, x) — gz eine Linksoperation von G auf einer Menge X.
1.11.1 Definition: Die Bahn (englisch orbit) eines Elements x € X ist die Teilmenge
Og(z) == Gz = {9z |ge G} C X.
Proposition: Fir alle z, 2’ € X gilt
Gr=G1 < 1€Gr — 27 €Gr < GxNGr #02.
Insbesondere ist X die disjunkte Vereinigung aller Bahnen von G.
1.11.2 Definition: Der Stabilisator eines Elements x € X ist die Untergruppe
Stabg(z) = G, = {geG|lgr=2} < G.
1.11.3 Proposition: Fiir alle z € X und g € G gilt Gy, =9G..
1.11.4 Proposition: Fiir jedes z € X haben wir eine natiirliche Bijektion
G/G, = Gz, gG, — gu.
Insbesondere gelten die Bahnengleichungen

G: G, = |Gz,
G| = |G.|-|Gx],
|X| = er’R [G: Gac]a

fiir jedes Représentantensystem R C X aller Bahnen von G.

1.11.5 Definition: Ein Element x € X mit Gx = {z}, oder dquivalent G,, = G, heisst
ein Fizpunkt von G. Die Menge aller Fixpunkte von G wird bezeichnet mit X¢.

1.11.6 Beispiel-Definition: Betrachte die Linksoperation von G auf sich durch Kon-
jugation. Die Bahn eines Elements z € G

O¢(z) = {92 | g€ G}

heisst die Konjugationsklasse von x. Der Stabilisator von z ist genau der Zentralisator
Centg(x). Die Menge der Fixpunkte von G ist das Zentrum Z(G).

1.11.7 Beispiel: Die Konjugationsklassen in GL,(K) sind genau die Ahnlichkeits-
klassen invertierbarer Matrizen.

1.11.8 Beispiel-Definition: Betrachte die Linksoperation von G auf der Menge aller
Untergruppen von G durch Konjugation (g, H) — 9H. Die Fixpunkte dieser Opera-
tion sind genau die normalen Untergruppen von G. Der Stabilisator einer beliebigen
Untergruppe H heisst der Normalisator von H:

Normg(H) = {g€ G |H = H}.
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1.11.9 Definition: Der Zentralisator einer Untergruppe H < G ist die Untergruppe
Centg(H) = {9 G|VYhe H:h = h}.

1.11.10 Proposition: Fiir jedes H < G gilt H < Normg(H) und Centg(H) <
Normg(H).

1.11.11 Beispiel: Sei T' < GL,(K) die Untergruppe aller Diagonalmatrizen. Ist
|K| > 2, so ist Normgqr,,(x)(1) die Gruppe aller monomialen Matrizen, das heisst
all solcher, die in jeder Zeile und jeder Spalte genau einen von Null verschiedenen Ein-
trag haben. Das sind genau die Matrizen, welche ein Produkt einer Diagonalmatrix
mit einer Permutationsmatrix sind.

1.12 Eigenschaften von Operationen

1.12.1 Definition: Eine Operation von G auf X heisst

(a) transitiv, wenn sie genau eine Bahn besitzt.
Aquivalent: Esist X # @ und Vz,2’ € X dg € G: gx =2'.

(b) frei, wenn gilt Vo € X: G, = {1}.
Aquivalent: Vz € X Vg € G~ {1}: gv # z.

(c) treu, wenn gilt (), .y G» = {1}.
Aquivalent: Der entsprechende Homomorphismus G' — S(X) ist injektiv.

(d) trivial, wenn gilt Vg € G Vo € X: gv = w.
Aquivalent: Der entsprechende Homomorphismus G — S(X) ist trivial.

1.12.2 Beispiel: Die Linkstranslation von G auf sich ist transitiv und frei und treu.

1.12.3 Beispiel: Fiir jede Untergruppe H < G haben wir eine transitive Linksopera-
tion

GxG/H — G/H, (9,9H) — gg'H.
Der Stabilisator der trivialen Nebenklasse ist in diesem Fall Stabg(H) = H.

1.13 Symmetrische Gruppe

1.13.1 Definition: Die Gruppe S, aller Permutationen von {1, ... n} heisst die sym-
metrische Gruppe vom Grad n. Ihre Elemente bezeichnet man meist mit kleinen grie-
chischen Buchstaben und schreibt ihre Operation klammernlos in der Form o: ¢ +— o1.

1.13.2 Proposition: Es gilt |S,| = nl.

1.13.3 Satz: (Cayley) Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe ei-
ner S,.
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1.13.4 Definition: Ein Paar (i, j) mit 1 <i < 7 < nund gi > o heisst ein Fehlstand
von o. Die Zahl

Anzahl Fehlsténde von o
sgn(o) = (1)
heisst das Signum oder die Signatur oder das Vorzeichen von o. Eine Permutation mit
sgn(o) = 1 heisst gerade, eine mit sgn(c) = —1 heisst ungerade.

1.13.5 Proposition: Die Abbildung sgn: S, — {£1} ist ein Gruppenhomomorphis-
mus.

1.13.6 Definition: Der Kern von sgn: S, — {41} heisst die alternierende Gruppe A,,.
1.13.7 Proposition: Fiir alle n > 2 gilt [S, : A,] =2 und |4,| = Z.

1.13.8 Definition: Fiir k£ > 1 und paarweise verschiedene Ziffern iy, ..., i, € {1,...,n}
bezeichnet (iy ... i) die Permutation in S,, mit

i ig > .. =i und @ fiir alled & {iq,. .., i}
FEine solche Permutation heisst ein k-Zykel. Ein 2-Zykel heisst eine Transposition.

1.13.9 Proposition: (a) Zwei Zykel (i1 ... ig) und (j; ... je) sind gleich genau dann,
wenn entweder k = ¢ = 1 ist, oder k = ¢ > 1 ist und ein 1 < m < k existiert mit
(J1y-s00) = (Tmats ooy Uy B0y e vy ).

(b) Fiir je zwei disjunkte Zykel o und 7 gilt o7 = 70.
(c) Fiir jeden Zykel gilt (i1 ... i)' = (i, ... i1).
(d) Fir jeden Zykel und jedes o € S,, gilt 7(iy ... ix) = (001 ... Oig).

1.13.10 Folge: Je zwei k-Zykel in S,, sind konjugiert.

1.13.11 Proposition: Jede Permutation o € S, ist ein Produkt disjunkter Zykel.
Dabei kann man alle 1-Zykel weglassen, und danach sind die Faktoren bis auf die
Reihenfolge eindeutig bestimmt. Sie entsprechen den Bahnen der Lénge > 1 von (o)
auf {1,...,n}.

1.13.12 Definition: Eine Folge (dy, do, . . .) in Z7° mit 2221 dpk = n heisst eine (unge-
ordnete) Partition von n. Die Anzahl p(n) solcher Partitionen heisst Partitionsfunktion
von n.

1.13.13 Proposition: Fiir jedes o € S,, sei di die Anzahl der Bahnen der Lénge k
von (o). Dann induziert die Abbildung o +— (dy, ds, . ..) eine Bijektion von der Menge
der Konjugationsklassen von S,, auf die Menge der Partitionen von n. Die Anzahl der
Konjugationsklassen von S, ist also p(n).

1.13.14 Proposition: Jede Permutation ist ein Produkt von Nachbartranspositionen,
das heisst von Transpositionen der Form (i i+1) fiir gewisse 1 < ¢ < n.

1.13.15 Folge: Die S, von allen Transpositionen erzeugt.
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1.13.16 Proposition: Fiir jeden k-Zykel o gilt sgn(o) = (—1)¥1.
1.13.17 Proposition: Die A, ist von allen 3-Zykeln erzeugt.

1.13.18 Spezialfall: Die Untergruppen von S, fiir n = 2, 3, 4 sind bis auf Konjuga-

tion:
Untergruppe von S5 | isomorph zu | Ordnung | Anzahl Konjugierte
1 Cy 1 1 ~~ normal
S Cy 2 1 ~» normal
Untergruppe von S3 | isomorph zu | Ordnung | Anzahl Konjugierte
1 Cy 1 1 ~» normal
((12)) Cy 2 3
As Cs 3 1 ~~ normal
S3 D5 6 1 ~» normal
Untergruppe von S; | isomorph zu | Ordnung | Anzahl Konjugierte
1 4 1 1 ~~ normal
((12)) Cy 2 6
((12)(34)) Cy 2 3
((123)) Cs 3 4
((12),(34)) Cy x Cy 4 3
((12)(34),(13)(24)) | CoxCy 4 1 ~ normal
((1234)) Cy 4 3
((123),(12)) Ss 6 4
((1234),(13)) D, 8 3
Ay Ay 12 1 ~~ normal
Sy Sy 24 1 ~» normal

1.13.19 Bemerkung: Die Untergruppe

((12)(34),(13)(24))

von Sy heisst die Kleinsche Vierergruppe. Sie ist normal und hat die Faktorgruppe
Sy/K = S;. Die drei Untergruppen der Ordnung 2 von K sind normal in K, aber
nicht normal in S,.

K :

— = {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}
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1.14 Freie Gruppen

Betrachte eine Menge 1.

1.14.1 Definition: Eine freie abelsche Gruppe mit Erzeugenden x; fiir alle i € I, oder
kurz eine frete abelsche Gruppe iber I ist eine abelsche Gruppe F; zusammen mit einer
Abbildung «: I — F7, i — x;, so dass die folgende universelle Eigenschaft gilt:

Fiir jede abelsche Gruppe H und jede Abbildung f: I — H existiert genau ein Grup-
penhomomorphismus ¢: F; — H mit ¢ o k = f, das heisst, so dass das folgende

Diagramm kommutiert:
/

A

1.14.2 Proposition: Eine freie abelsche Gruppe iiber [ ist eindeutig bis auf eindeutige
Isomorphie, mit anderen Worten: Ist sowohl (F7, k) wie (FJ, k) eine solche, so existiert
ein eindeutiger Gruppenisomorphismus ¢: F; = F} mit ¢ o k = «/, das heisst, so dass
das folgende Diagramm kommutiert:

H
7
e

I . F

1.14.3 Proposition: Eine abelsche Gruppe F; mit einer Abbildung x: I — Fy, i+ x;
ist genau dann eine freie abelsche Gruppe iiber I, wenn sich jedes Element von G
schreiben lésst in der Form H;e ;i fiir eindeutige n; € Z, von denen fast alle gleich

0 sind.
1.14.4 Beispiel: Der freie Z-Modul
70 = {(ai)i e 7! ‘ fast alle a; = 0}

zusammen mit der Abbildung auf die Standardbasis i — e; := (0;;); ist eine freie
abelsche Gruppe iiber [.

1.14.5 Definition: Eine freie Gruppe mit Erzeugenden x; fir alle i € I, oder kurz
eine freie Gruppe tber I ist eine Gruppe F; zusammen mit einer Abbildung x: I — F7,
1 — x;, so dass die folgende universelle Figenschaft gilt:

Fiir jede Gruppe H und jede Abbildung f: I — H existiert genau ein Gruppenhomo-
morphismus ¢: F; — H mit ¢ o k = f, das heisst, so dass das folgende Diagramm
kommutiert:

1.14.6 Konvention: Eine freie Gruppe nit n Erzeugenden wird oft mit F,, bezeichnet.
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1.14.7 Proposition: Eine freie Gruppe tiber [ ist eindeutig bis auf eindeutige Iso-
morphie, mit anderen Worten: Ist sowohl (Fy, k) wie (F7, ') eine solche, so existiert
ein eindeutiger Gruppenisomorphismus ¢: F; = F} mit ¢ o k = «/, das heisst, so dass
das folgende Diagramm kommutiert:

I . Fl

1.14.8 Satz: Fiir jede Menge [ existiert eine freie Gruppe iiber I.

1.14.9 Konstruktion: Sei I die Menge der Symbole 4° fiir allei € T und alle e € {#1}.
Eine endliche Folge der Lénge > 0 in I heisst ein Wort iber dem Alphabet I. Wir
schreiben ein Wort ohne Klammern als w = 7' ...45" und nennen die Zeichen 5 die
Buchstaben von w. Sei W; die Menge aller Worter iiber I. Zusammensetzen zweier
Worter w, w’ der Langen n, n’ liefert ein Wort ww’ der Lange n + n'. Diese Operation
ist assoziativ, und das leere Wort ist ein beidseitiges neutrales Element.

Das Herausstreichen oder Einfligen zweier benachbarter Buchstaben der Form ¢

heisst eine elementare Transformation. Wir nennen zwei Worter w,w’ € W; dquiva-
lent und schreiben w ~ w’, wenn sie durch eine Folge elementarer Transformationen
ineinander iibergehen. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf Ws. Sei [w] die Aqui-
valenzklasse von w € W; und Fy := W;/ ~ die Menge aller Aquivalenzklassen.

1.14.10 Proposition: Es existiert eine eindeutige Gruppenstruktur auf Fj, so dass
fiir alle w,w’ € W; gilt [w][w’] = [ww']. Deren Einselement ist die Aquivalenzklasse
des leeren Worts. Die Gruppe F; zusammen mit der Abbildung I — Fy, i — [il] ist
eine freie Gruppe iiber I.

1.14.11 Definition: Ein Wort w € Wj;, welches kein zusammenhéngendes Teilwort
der Form %7~ ¢ enthalt, heisst reduziert.

1.14.12 Proposition: Jedes Wort w € W75 ist dquivalent zu genau einem reduzierten
Wort.

1.14.13 Bemerkung: Zu jedem gegebenen Wort findet man ein dquivalentes reduzier-
tes Wort durch wiederholtes Herausstreichen benachbarter Buchstaben der Form ¢5¢7¢,
bis dies nicht mehr moglich ist. Das resultierende reduzierte Wort ist dann der eindeu-
tige reduzierte Reprisentant der Aquivalenzklasse. Mit diesem Algorithmus kann man

entscheiden, ob zwei beliebige gegebene Worter dasselbe Element von £} darstellen.
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1.15 Erzeugende und Relationen

Sei Fy := W;/ ~ wie im vorigen Abschnitt, und sei J eine Teilmenge von Wj.

1.15.1 Definition: Sei N; < F; der von den Elementen glw]g™' fiir alle w € J
und g € F; erzeugte Normalteiler. Dann heisst F;/N; die Gruppe mit Erzeugenden I
und Relationen J. Im Fall I = {1,...,n} und J = {wy,...,w,} schreiben wir auch
suggestiver

<a:1,...,q:n ‘ wlz...:wm:1> = Fy/Njy.

Oder man listet die Relationen separat auf. Eine Relation der Form v = w ist dquiva-
lent zu vw ! = 1.

1.15.2 Beispie%e'

F = (x)
G, = (o] =)
7? = {(z,y|aey=yz) = (z,y|ayzly ' =1)
Dn%<ab|a—b2—1 babl—a1>
D, = <bc‘b2—c—(bc) =1)
Dy = (bc|b?=c=1) (unendliche Diedergruppe)

{1} =

1.15.3 Bemerkung: Das Rechnen in beliebigen durch Erzeugende und Relationen
beschriebenen Gruppen bringt grosse algorithmische Probleme mit sich. Siehe zum
Beispiel https://en.wikipedia.org/wiki/Word_problem_for_groups

<ab|a b:1>

1.15.4 Definition: Betrachte Gruppen und Homomorphismen G <&~ Gy 25 G,

Eine Gruppe G zusammen mit Homomorphismen G, RENye 2 @ heisst ein Pushout
oder amalgamiertes Produkt von Gy und G tiber G12, wenn 110 = 1)50¢p9 gilt und fiir
jede Gruppe H und je zwei Homomorphismen Gy = H <2 G5 mit y1 0 @1 = Y20 ©s
genau ein Homomorphismus y: G — H existiert mit x o ¢y = x; und x o ¥9 = x»

1.15.5 Proposition: Ein amalgamiertes Produkt existiert und ist eindeutig bis auf
eindeutige Isomorphie.

1.15.6 Proposition: Das amalgamierte Produkt von GG; und G5 iiber G5 wird be-
zeichnet mit G xg,, G2. Im Fall G15 = 1 heisst es auch das freie Produkt von G,
und (G5 und wird bezeichnet mit G x G.

1.15.7 Beispiel: Fiir disjunkte Mengen I und J ist F; x F; = Fp, ;.

1.15.8 Beispiel: Fiir alle m,n > 0 ist F},, x F,, = Fi,, 1.

1.15.9 Beispiel: Fiir die Einbettungen der zyklischen Gruppen Cg <= Cy — C} gilt
SLyo(Z) = Ce*c, Cy =2 (R, S| R*=5% 5*=1).

(Vergleiche https://en.wikipedia.org/wiki/Modular_group)
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2 Ringe

Kommutative unitére Ringe sowie Moduln iiber solchen sind Gegenstand des Gebiets
der Kommutativen Algebra. Wir behandeln einige Grundlagen daraus.

2.1 Grundbegriffe

Sei R eine Menge mit Abbildungen
+: RXR—R, (z,y —z+y,
RxR— R, (x,y)—z-y=uy,
und ausgezeichneten Elementen 0 = Or sowie 1 = 1z € R. Betrachte die Axiome:

Vi,y,2€ R: x+(y+z2)=(x+y)+2 Assoziativitit der Addition

Ve,ye R: z4+y=y+=x Kommutativitit der Addition
Vee R: O+z==x Neutrales Element der Addition
Vre RIr'e R: x+2' =0 Inverses Element der Addition
Ve,y,2€ R: x-(y-z)=(x-y) 2 Assoziativitat der Multiplikation
VL%ZGR:{x-(y+z):x~y+x-z } Distributivitat
(y+z2)z=y-x+z-x
Ve,ye R: z-y=y-x Kommutativitiat der Multiplikation
VeeR: 1l-x=x=uxz-1 Neutrales Element der Multiplikation
1#£0 Nichttrivialitat
Vee R\{0} 3’ e R: 2/ z=1=x-2 Inverses Element der Multiplikation

2.1.1 Definition: Ein Tupel (R, +,-,0,1)
(a) mit den Axiomen (1) bis (8) heisst ein kommutativer unitirer Ring oder kom-
mutativer Ring mit Eins.
(b) mit den Axiomen (1) bis (10) heisst ein Kdrper.
2.1.2 Konvention: Einen kommutativen unitdren Ring nennen wir in diesem Ab-
schnitt nur kurz Ring. (Aber Vorsicht: Gewisse weitere Begriffe werden beim Fehlen

eines Einselementes anders definiert.) Wie tiblich schreiben wir nur kurz R anstelle des
ganzen Tupels und sehen die Zusatzdaten als implizit mitgegeben an.

Sei also R ein Ring.

2.1.3 Bemerkung: Die Axiome (1) bis (4) besagen, dass (R, +,0) eine abelsche Grup-
pe ist, genannt die additive Gruppe von R. Insbesondere ist das inverse Element —zx
von x beziiglich der Addition eindeutig bestimmt. Fiir  + (—y) schreibt man auch
kiirzer x — y. Fiir jede ganze Zahl n ist das n-te Vielfache von x definiert durch

T+ ...+ mit n Summanden falls n > 0,
n-xr = 0 falls n = 0,

—(x 4 ...+ 2) mit |n] Summanden falls n < 0.
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2.1.4 Rechenregeln: Fiir alle x,y € R und alle m,n € Z gilt:
(£n)-z = £(n-x)
(m+n)-x = m-atn-x
m-(xty) = m-x+tm-y
(m-n)-x = m-(n-x)
m-(r-y) = (m-x)-y

2.1.5 Bemerkung: Fiir jede ganze Zahl n > 0 ist die n-te Potenz von x definiert
durch

_ x---x mit n Faktoren falls n >0,
v 1 falls n = 0.

2.1.6 Rechenregeln: Fiir alle x,y € R und alle m,n > 0 gilt:

l.m—&—n — m xn
(rog)" = am "
xm-n — (Im)n

2.1.7 Bemerkung: Fiir Summen ) . ; #; und Produkte [],.; ; in einem Ring gelten
die gleichen Konventionen und Grundregeln wie in einem Korper.

2.1.8 Proposition: Es ist 1 = 0 genau dann, wenn der Ring der Nullring ist.

2.2 Einheiten

2.2.1 Definition: Ein Element x € R mit der Eigenschaft
d'eR: 2 x=1

heisst invertierbar oder eine Finheit von R. Die Menge aller Einheiten von R bezeich-
nen wir mit R* (sprich ,,R Kreuz“) oder auch R*.

2.2.2 Proposition: Die Menge R* ist beziiglich Multiplikation eine abelsche Gruppe,
genannt die Einheitengruppe von R.

Insbesondere ist das inverse Element z’ jeder Einheit = eindeutig bestimmt. Es wird
bezeichnet mit ! oder % Fiir % -y schreibt man auch £. Weiter ist jedes Produkt und
jeder Quotient von Einheiten eine Einheit, und das Einselement 1 ist eine Einheit. Fiir
jede Einheit x und jede natiirliche Zahl n definieren wir 2" := (z~1)™, mit denselben

Rechenregeln wie oben.
2.2.3 Beispiel: Fiir jeden Korper K ist K* = K ~ {0}.

2.2.4 Beispiel: Es ist Z* = {£1}.
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2.3 Homomorphismen

Betrachte zwei Ringe R und S.

2.3.1 Definition: Ein (Ring)-Homomorphismus p: R — S ist eine Abbildung mit
(a) ¢(1r) = 1s.
(b) Vo,y € R: ¢z +y) = ¢(x) + ¢(y).
(c) Yo,y € R: o(zy) = p(z)e(y).
2.3.2 Proposition: Fiir jeden Homomorphismus ¢: R — S gilt:
(a) ©(0r) = Os.
(b) Y € RVn € Z: p(nx) = np(x).
(c) Vx € RVn € Z7°: p(a™) = o(z)™.
(d) ¢ induziert einen Gruppenhomomorphismus R* — S*.

2.3.3 Proposition: Die Identitét idg: R — R ist ein Homomorphismus. Die Kompo-
sition zweier Homomorphismen ist ein Homomorphismus.

2.3.4 Proposition: Jeder Homomorphismus zwischen zwei Kérpern ist injektiv.

2.3.5 Beispiel: Fiir jeden Ring R existiert genau ein Ringhomomorphismus Z — R,
namlich die Abbildung n — n - 1g.

2.3.6 Definition: Ein Homomorphismus ¢: R — S mit einem beidseitigem Inver-
sen o~ ! heisst ein Isomorphismus, und wir schreiben dann ¢: R = S. Existiert ein
Isomorphismus R = S, so heissen R und S isomorph und wir schreiben R = S.

2.3.7 Proposition: Ein Ringhomomorphismus ist ein Isomorphismus genau dann,
wenn er bijektiv ist.

2.3.8 Proposition: Die Komposition zweier Isomorphismen ist ein Isomorphismus.
Das Inverse eines Isomorphismus ist eindeutig bestimmt und selbst ein Isomorphismus.
Isomorphie von Ringen ist eine Aquivalenzrelation.

2.3.9 Definition: Ein Isomorphismus R = R heisst ein Automorphismus von R.
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2.4 Unterringe, Produkte

2.4.1 Definition: Ein Unterring von R ist eine Teilmenge R’ C R mit den Eigen-
schaften:
(a) Ve,y e R': x+y € R
(b) Vx,y e R': zy e R
(c) VeeR: —zx€R.
(d) 1eR.

Die Teilmenge R’ bildet dann zusammen mit den Restriktion der Operationen von R
selbst einen Ring, und die Inklusionsabbildung R’ < R einen Ringhomomorphismus.

2.4.2 Beispiel: ZCc Q Cc R c C.

2.4.3 Proposition: Der Durchschnitt jeder nichtleeren Kollektion von Unterringen
von R ist ein Unterring von R.

2.4.4 Proposition: Fiir jeden Unterring R’ C R und jede Teilmenge A C R existiert
ein eindeutiger kleinster Unterring von R, welcher R’ und A enthélt. Dieser besteht
aus den Elementen der Form

fir alle n > 0 und ay,...,a, € Aund z;, _; € R, fast alle gleich 0.

.....

2.4.5 Definition: Dieser Unterring heisst der von A tiber R’ erzeugte Unterring und
wird bezeichnet mit R'[A]. Fiir endlich viele Elemente a4, ...,a, € R schreiben wir
auch R'[ay,...,a,] := R'[{a,...,a,}].

2.4.6 Beispiel: Der Unterring Z[i| = {a + bi | a,b € Z} von C.
2.4.7 Beispiel: Es ist Z[i]* = {£1, +i}.

2.4.8 Beispiel: Der Unterring Z[/7] = {a + b7 | a,b € Z} von R.
2.4.9 Beispiel: Es ist Z[v/7]* = {£(8 + 3V7)" | n € Z}.

2.4.10 Beispiel: Der Unterring Z[3] = {s | a € Z, n € Z*°} von Q.
2.4.11 Beispiel: Es ist Z[3]* = {£2" | n € Z}.

2.4.12 Proposition-Definition: Das kartesische Produkt von Ringen R; X ... X R
mit komponentenweiser Addition und Multiplikation sowie dem Nullelement (0,...,0

und dem Einselement (1,...,1) ist ein Ring. Fiir diesen gilt weiter (R; X ... x R,)*

R x ...x R und darin (x1,...,2,)7 = (27}, ...,2,1).

rn

S

~—

2.4.13 Proposition-Definition: Fiir jeden Ring R und jede Menge X ist die Menge
R¥ aller Funktionen f: X — R mit punktweiser Addition (f + g)(z) = f(x) + g(x)
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und Multiplikation (f - g)(z) = f(x) - g(z) sowie den konstanten Funktionen 0 als
Nullelement und 1 als Einselement ein Ring.

2.4.14 Bemerkung: Fiir R” = R x ... x R = R} stimmen beide Konstruktionen
iiberein.

2.4.15 Bemerkung: Viele interessante Ringe sind Unterringe von Funktionenringen,
zum Beispiel die Ringe aller stetigen oder differenzierbaren oder holomorphen Funk-
tionen auf Teilmengen von R oder R¢ oder C.

2.5 Polynomringe

2.5.1 Konstruktion: Seien R ein Ring und n eine natiirliche Zahl. Sei I,, die Menge
aller Tupel ¢ = (i, ...,14,) in Z7°. Betrachte die Menge

R, = {(ai)er, | alle a; € R und fast alle a; = 0}.
Fir zwei Elemente von R,, definieren wir

(a)i + (b)i = (a;+b);
(ag)i - (b)) = (Cppymp @i by),,

Betrachte weiter die Abbildung

v R— Ry ars ({a falls i = (0,...,0), })
0 sonst, i

und bezeichne 0 := ¢(0) und 1 := ¢(1). Fiir jedes 1 < v < n sei

X, = ({1 fallsgz(0,...,0,%,0,...,0), }) cR..

0 sonst, v

Fiir jedes 7 € I,, kiirzen wir ab .
Xo= ]]x
v=1

Fiir alle i, 5 € I,, gilt dann
a Xt X1 = X,

2.5.2 Proposition: (a) (R,,+,-,0,1) ist ein Ring.
(b) ¢ ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir identifizieren R mit seinem Bild.

(c) Fir jedes Element von R, gilt

i€ln

(d) Jedes Element von R, hat eine eindeutige Darstellung der Form Z;e 1 a; X"
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Daher kénnen wir die Elemente von R, mit allen ,formalen Ausdriicken der Form
Z;e 1, @iX ¢ identifizieren, und zwei solche Elemente sind genau dann gleich, wenn ihre
Koeffizienten a; iibereinstimmen. Diese Ausdriicke gehorchen den iiblichen Rechenre-
geln in einem Ring. Einen solchen Ausdruck nennen wir ein Polynom tiber R. Ein
Polynom der speziellen Form aX* mit a € R heisst ein Monom. Je nach Zusammen-
hang wihlt man andere Symbole anstatt X,; die aber noch nicht belegt sein diirfen.
Das System dieser ,neuen Variablen“ kiirzt man oft mit X = (Xy,...,X,) ab und
schreibt den Polynomring in den Variablen X, ..., X, diber R als

RIX] = R[X1,...,X.] == R,

2.5.3 Bemerkung: Der Polynomring ist tatsédchlich von den Elementen Xi,..., X,
iiber R erzeugt; somit ist die Notation R[X7,..., X,,] mit der aus vertriglich.

2.5.4 Proposition: (Universelle Figenschaft) Fiir jeden Ring S, jeden Ringhomo-
morphismus ¢: R — S, und jedes System z = (z,), € S™ existiert genau ein Ringho-
momorphismus ¢, : R[X] — S mit ¢, 0t = ¢ und ¢, (X,) = z, fir alle 1 < v < n,
das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Genauer ist ¢, die Auswertungsabbildung
/ . .
R X]— S, F(X) = Z a; Xt — F(x) = w(a;)x".
i€ln i€lp

Wir nennen F(z) den Wert von F' an der Stelle z. Jedes Polynom F' induziert somit
fiir jedes p: R — S eine Polynomfunktion

S"— S,z F(x).

2.5.5 Vorsicht: Ist R endlich, so konnen verschiedene Polynome iiber R dieselbe
Polynomfunktion R — R induzieren, z.B. die beiden Polynome 0 und X? — X iiber F,.
Ein Polynom ist also etwas grundsétzlich Anderes als eine Polynomfunktion. Dagegen
gilt:

2.5.6 Proposition: Sei K ein unendlicher Kérper. Dann ist jedes Polynom iiber K
durch die induzierte Polynomfunktion K™ — K eindeutig bestimmt.

2.5.7 Bemerkung: Alternativ kénnte man R[X] durch die universelle Eigenschaft
abstrakt definieren und zeigen, dass er dadurch bis auf eindeutige Isomorphie bestimmt
ist.

2.5.8 Proposition: Fiir alle 0 < m < n existiert ein natiirlicher Isomorphismus

RIX1,...,Xn] = RIX1,.. X [Xonst, -5 Xal.
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2.5.9 Proposition: (Funktorialitit) Jeder Ringhomomorphismus ¢: R — S induziert
einen eindeutigen Ringhomomorphismus ¢: R[X] — S[X] mit ¢|gp = ¢ und ¢(X,) =

X, ndmlich
Z/%Xi = Z/@(%)Ki-

i€ln i€ln

2.5.10 Proposition: Seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit Basis X =
(X,)"_,. Dann existiert ein natiirlicher Isomorphismus auf die symmetrische Algebra

KX]5sv=Hsv. Yaxt - aqxt
=0 i€, i€l

2.5.11 Variante: Fir X = (Xi,...,X,) sei R[[X]] die Menge aller Abbildungen
(Z7°)" — R, i + a;, ohne Endlichkeitsbedingungen. Definiere Summe und Produkt
zweier Elemente von R[[X]] sowie die Inklusion ¢: R — R[[X]] durch die gleichen
Formeln wie oben.

2.5.12 Proposition: (R[[X]],+,-,0,1) ist ein Ring und ¢ ein injektiver Ringhomo-
morphismus.

Wieder identifizieren wir R mit seinem Bild unter ¢. Ein Element von R[[X]] schreiben
wir in der Form

was aber nur als Notation und nicht als irgendeine Art von unendlicher Summe oder
Reihe zu verstehen ist. Einen solchen Ausdruck nennen wir eine formale Potenzreihe
in den Variablen Xy, ..., X, uber R. Mit dieser Notation unterliegen alle Rechnungen
denselben Regeln wie fiir Potenzreihen in der Analysis.

2.5.13 Bemerkung: Wir haben natiirliche Einbettungen R C R[X] C R[[X]].

2.5.14 Variante: Sei N eine beliebige, mdglicherweise unendliche, Menge. Dann kon-
struieren wir den Polynomring R[X] dber R in den Variablen X, fir alle v € N wie
folgt.

Sei Iy die Menge aller Abbildungen i: N — Z>° v + i, mit endlichem Triger, das
heisst, mit 4, = 0 fiir fast alle v. Sei R[X] die Menge aller Abbildungen Iy — R, i+ a;
mit endlichem Trager, das heisst, mit a; = 0 fiir fast alle ¢ € Iy. Die Summe und das
Produkt zweier Elemente von R[X], sowie die Abbildung ¢: R — R[X], die Elemente
0,1 € R[X] und die Elemente X, € R[X] fiir alle v € N sind definiert wie oben. Dann
ist wieder (R[X],+,-,0,1) ein Ring und ¢ ein injektiver Ringhomomorphismus, und
jedes Element von R[X] ist eine endliche Summe

(a); = Zlaiii

mit eindeutigen Koeffizienten a; € R.



§2| Ringe Pink: Algebra 2022/23 Seite 30

2.6 Matrizen

Fiir alle natiirlichen Zahlen m, n bezeichnet Mat,, ., (R) die Menge aller m xn-Matrizen
mit Koeffizienten in R. Summe und Produkt von Matrizen iiber R sind durch dieselben
Formeln definiert wie iiber einem Korper.

2.6.1 Meta-Proposition: Jede Rechenregel fiir Matrizen und Skalare iiber Q, die
nur die Operationen + und — und - sowie die Konstanten 0 und 1 beinhaltet, gilt auch
fiir Matrizen und Skalare iiber einem beliebigen Ring.

2.6.2 Beispiel: Fiir alle Matrizen passender Grossen iiber einem beliebigen Ring gilt:
(a) A(BC) = (AB)C.
(b) I,A=AI, = A.
(c) det(AB) = det(A) det(B).
(d) AA = AA =det(A) - I, fiir die Adjunkte A := (1) det(Aji))i’j von A.
(e) chars(A) = 0 fiir das charakteristische Polynom char,(X) := det(X - I,, — A).
2.6.3 Proposition-Definition: Fiir jede Matrix A € Mat,,,(R) sind dquivalent:
(a) Es existiert A" € Mat,,x,,(R) mit AA’ = A’A = I,,. Dann heisst A invertierbar.
(b) Es existiert A" € Mat,«,(R) mit AA" = I,,.
(c) Es existiert A" € Mat,,«,(R) mit A’A = I,,.
(d) Es gilt det(A) € R*.
Die Matrix A’ ist durch (b) oder (c) eindeutig bestimmt und heisst die Inverse A~

2.6.4 Proposition-Definition: Die Menge GL,, (R) aller invertierbaren nxn-Matrizen
iiber R ist eine Gruppe mit der Matrixmultiplikation und dem neutralen Element I,,.
Sie heisst die allgemeine lineare Gruppe vom Grad n ber R.

2.7 Integritatsbereiche
2.7.1 Definition: Ein Nullteiler von R ist ein Element z € R~ {0} mit
Jy e R~ {0}: zy=0.

2.7.2 Definition: Ein Ring mit 1 # 0 und ohne Nullteiler heisst ein Integritdtsbereich.
2.7.3 Aquivalent: Fiir alle n > 0 und a; € R ~ {0} fiir 1 <i < nist [[[_, a; # 0.
2.7.4 Proposition: In jedem Integritédtsbereich gilt die Kiirzungsregel:

Ve,y,z € R: (x #0und xy = 22) — y = 2.
2.7.5 Beispiel: Jeder Korper ist ein Integritatsbereich.
2.7.6 Beispiel: Jeder Unterring eines Integritatsbereichs ist ein Integritéatsbereich.

2.7.7 Proposition: Fiir jeden Integritdtsbereich R ist auch R[X] und R[[X]] ein
Integritéatsbereich.
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2.8 Quotientenkorper

Sei R ein Integritatsbereich.

2.8.1 Konstruktion-Proposition: Auf der Menge der Paare R x (R~ {0}) ist durch
(z,y) ~ (¢y) = zy' =2y

eine Aquivalenzrelation definiert. Bezeichne die Aquivalenzklasse eines Paars (x, i) mit
[(z,y)] und die Menge aller Aquivalenzklassen mit Quot(R). Dann sind die Operationen

(@) + [ )] = [y + 2y, yy')]
(@, )] - (", 9)] = [(z2',9y)]
wohldefiniert auf Quot(R). Betrachte weiter die Abbildung
t: R— Quot(R), =+ [(z,1)]

und bezeichne 0 := ¢(0) und 1 := ¢(1). Dann ist (Quot(R),+,-,0,1) ein Kérper und ¢
ein injektiver Ringhomomorphismus.

2.8.2 Definition: Der Koérper Quot(R) heisst der Quotientenkérper von R. Wir iden-
tifizieren R mit seinem Bild unter «. In Quot(R) gilt dann
t(x) x

[(z,y)] W "5
2.8.3 Proposition: (Universelle Figenschaft) Fiir jeden injektiven Ringhomomor-
phismus ¢: R — K in einen Korper K existiert genau ein Kérperhomomorphismus
¢: Quot(R) — K mit ¢ o1 = ¢, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommu-
tiert:
R 4 K
\ @

Quot(R)

2.8.4 Bemerkung: Man konnte den Quotientenkoérper auch durch die universelle
Eigenschaft abstrakt definieren und zeigen, dass er durch diese bis auf eindeutige
[somorphie bestimmt ist.

2.8.5 Folge: (Funktorialitit) Jeder injektive (und nur jeder solche) Ringhomomor-
phismus von Integritéitsbereichen ¢: R — S setzt sich fort zu einem eindeutigen Ring-
homomorphismus ¢: Quot(R) — Quot(S).

2.8.6 Beispiel: Der Korper der rationalen Zahlen Q = Quot(Z).
2.8.7 Beispiel: Es ist Quot(Z[i]) 2 Q[i] ={a+bi|a,b e Q} c C.

2.8.8 Definition: Fiir jeden Korper K heisst K (X, ..., X,) = Quot(K[Xy,..., X,])
der Korper der rationalen Funktionen in den Variablen X4,..., X, tber K.

2.8.9 Beispiel: In der Funktionentheorie definiert man den Korper der meromorphen
Funktionen auf einer zusammenhéngenden offenen Teilmenge U C C. Dieser stellt sich
heraus als der Quotientenkorper des Unterrings der holomorphen Funktionen.
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2.9 Ideale
Sei R ein Ring.

2.9.1 Definition: Ein Ideal von R ist eine Teilmenge a C R mit den Eigenschaften:

(a) a # @.
(b) Ya,b€ a: a+b€a.
(¢c) Ve e RVa € a: za€ a.

Wegen (c) gilt dann auch Va € a: — a € a; wegen (a) und (b) ist das Ideal also eine
additive Untergruppe von R. Die Bedingungen bedeuten auch, dass fiir alle n > 0, alle
z; € R, und alle a; € a auch " | x;a; € a ist.

2.9.2 Proposition-Definition: Fiir jedes Element a € R ist
(a) := {xa |z € R}

ein Ideal von R, genannt das von a erzeugte Hauptideal.

2.9.3 Beispiel: Das Nullideal (0) = {0}.

2.9.4 Beispiel: Das Finsideal (1) = R.

2.9.5 Proposition: (a) Es ist (a) = (1) genau dann, wenn a eine Einheit von R ist.

(b) Ein Ideal a ist gleich (1) genau dann, wenn es das Einselement enthélt.
2.9.6 Proposition: Fiir alle Elemente a, b eines Integritatsbereichs R gilt

alp <= (a)3b <= (a) D (b).

2.9.7 Proposition: Der Durchschnitt jeder nichtleeren Kollektion von Idealen ist ein
Ideal.

2.9.8 Proposition-Definition: Die Summe jeder Kollektion von Idealen {a, | v € N}

ist ein Ideal:
Z a, ;= {Z,al,

veN VEN

alle a, € a,, }
fast alle a, =0 J°

2.9.9 Proposition-Definition: Fiir jede Teilmenge A C R ist die folgende Menge

ein Ideal:
/ alle x, € R, _
(4) = {Z Tad ‘ fast alle z, = 0 } - Z(a),
acA acA
genannt von A erzeugt. Fiir endlich viele Elemente a4, ..., a, € R schreiben wir auch

(a1,...,a,) == ({a1,...,a,}) = (a1)+ ...+ (a,)

und hoffen auf moglichst wenig Verwechslung mit dem Tupel (aq, ..., a,).
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2.9.10 Proposition: Das Ideal (A) ist das eindeutige kleinste Ideal a C R mit
(A) C a.

2.9.11 Bemerkung: Jeder gemeinsame Teiler von Elementen ay, ..., a, ist ein ge-
meinsamer Teiler aller Elemente des Ideals (ay, ..., a,). Der Begriff des Ideals enthélt
also alle Informationen iiber Teilbarkeit, auch wenn der Ring nicht faktoriell ist. Genau
zu diesem Zweck hat Dedekind den Begriff des Ideals erfunden, um seine Vorstellung
von idealen Zahlen zu konkretisieren.

2.9.12 Proposition: Fiir jedes x € R und jedes Ideal a ist die folgende Menge ein
Ideal
ra = x-a := {zala € a}.

2.9.13 Definition: Das Produkt zweier Ideale a, b von R ist das von den Elementen
ab fir alle a € a und b € b erzeugte Ideal

ab ;= a-b:= {iaibi

=1

allen >0, a; € a, b; € b}.

2.9.14 Definition: Die n-te Potenz eines Ideals a ist definiert durch

_ a---a mit n Faktoren fallsn > 0,
¢ R falls n = 0.

2.9.15 Proposition: Fiir alle z,y € R, alle Ideale a, b, ¢, und alle m,n € Z>° gilt

(x)a = za
(@)(y) = (=y)
ab = ba
a(b+¢) = ab+ac
r(a+b) = za+zb
a(bc) = (ab)c
z(ab) = (za)b
z(ya) = (zy)a
(z)" = (2")
a™a® = am™tn
a”d” = (ab)"

2.9.16 Proposition: Fiir jeden Ringhomomorphismus ¢: R — S ist

Kern(y) = {a € R| ¢(a) =0} ein Ideal von R, und

)
Bild(¢) = {¢(a)|a € R} ein Unterring von S.

Dabei ist Kern(¢) = (0) genau dann, wenn ¢ injektiv ist, und Bild(¢) = S genau
dann, wenn ¢ surjektiv ist,
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2.10 Faktorringe

2.10.1 Definition: Sei a ein Ideal von R. Fiir jedes x € R heisst die Teilmenge
r+a = {r+alaca}l C R
eine Nebenklasse von a. Betrachte die Menge aller Nebenklassen

R/a := {x+a|z € R}

2.10.2 Proposition: Je zwei Nebenklassen = + a sind entweder gleich oder disjunkt,
und die Vereinigung aller ist R. Genauer gilt fiir alle z, 2’ € R:

r+a=2'4a <<= r€r’+a <= der+a <= (+aN('+a)#02.

2.10.3 Proposition: Die Menge R/a besitzt eine eindeutige Ringstruktur, so dass
gilt:

(a) Vo,y e R: (z+a)+ (y+a) = (z+y) +a

(b) Vz,ye R: (x+a)- (y+a) =zy+a.
Fiir diese gilt weiter:

(c) Das Nullelement von R/a ist 0+ a = a.

(d) Das Einselement von R/a ist 1 + a.

(e) Das additive Inverse von x + a ist (—x) + a.

(f) m: R — R/a, x — x + a ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern a.

2.10.4 Definition: Der Ring R/a heisst der Faktorring von R nach a.

2.10.5 Beispiel: (a) Es ist a = R genau dann, wenn R/a der Nullring ist.
(b) Es ist a = 0 genau dann, wenn 7 ein Isomorphismus ist.
2.10.6 Proposition: (Universelle Eigenschaft) Fiir jeden Ring S und jeden Ringho-

momorphismus ¢: R — S mit a C Kern(y) existiert genau ein Ringhomomorphismus
P: R/a — S mit porm = p, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

R L S

T S

R/a

2.10.7 Proposition: (Homomorphiesatz) Jeder Ringhomomorphismus ¢: R — S
induziert einen Isomorphismus

R/ Kern(p) = Bild(yp).

2.10.8 Beispiel: Es ist R[X]/(X?+1) = C.

1%

2.10.9 Beispiel: Fiir jede ganze Zahl d, die kein Quadrat ist, gilt Z[X]/(X? — d)
Z[Vd] c C.
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2.11 Primideale
2.11.1 Definition: Ein Primideal von R ist ein echtes Ideal p ; R mit der Eigenschaft:

Ve,y € R:xy € p — (x € p oder y € p).

2.11.2 Proposition: Ein von Null verschiedenes Hauptideal (p) in einem Integritats-
bereich ist ein Primideal genau dann, wenn das Erzeugende p ein Primelement ist.

2.11.3 Proposition: Ein Ideal p von R ist ein Primideal genau dann, wenn der
Faktorring R/p ein Integritétsbereich ist.

2.11.4 Definition: Ein maximales Ideal von R ist ein echtes Ideal m ; R, welches
unter allen echten Idealen maximal ist, das heisst, so dass jedes Ideal @ mit m C a
entweder gleich m oder gleich R ist.

2.11.5 Proposition: Ein Ideal m von R ist maximal genau dann, wenn der Faktorring
R/m ein Korper ist.

2.11.6 Folge: Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.

2.11.7 Beispiele: (a) Das Nullideal ist prim genau dann, wenn R ein Integritétsbe-
reich ist.

(b) Das Nullideal ist maximal genau dann, wenn R ein Kérper ist.

(c) Betrachte eine Menge X, einen Korper K, und einen Unterring R des Rings aller
Funktionen Abb(X, K), welcher alle konstanten Funktionen X — K enthilt. Fiir
jedes x € X ist dann m, := Kern(R — K, f+— f(x)) ein maximales Ideal.

2.11.8 Folge: Seien K ein Korper und 0 # f € K[X]. Dann ist (f) ein maximales
Ideal genau dann, wenn f irreduzibel ist.

2.11.9 Beispiele: (a) Das Ideal (X? + 1) C R[X] ist ein maximales Ideal, und der
Faktorring ist isomorph zu C.

(b) Fiir jede ganze Zahl d, die kein Quadrat ist, ist das Ideal (X2 — d) C Z[X] ein
Primideal, aber kein maximales Ideal.

2.11.10 Satz: (Krull) Fiir jedes echte Ideal a & R existiert ein maximales Ideal m
mit a C m.

2.11.11 Folge: Jeder nichttriviale Ring besitzt ein maximales Ideal.

2.11.12 Folge: Jeder nichttriviale Ring besitzt ein Primideal.
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3 Korper

Korpertheorie ist das Studium von Kérpererweiterungen, insbesondere ihre Konstruk-
tion, Klassifikation, und das Losen von Gleichungen darin.

3.1 Korpererweiterungen

3.1.1 Definition: Ein Unterring K eines Korpers L, welcher selbst ein Korper ist,
heisst ein Unterkérper von L. Dann heisst L ein Oberkorper von K, und wir spre-
chen von der Korpererweiterung L/K. Fir Korpererweiterungen M/L/K nennen wir
L einen Zwischenkérper von M /K. Eine endliche oder unendliche Folge von Korper-
erweiterungen ... /K; 1 /K;/K;_1/ ... heisst ein Kdrperturm.

3.1.2 Bemerkung: Die Notation L/K bezeichnet hier kein neues mathematisches
Objekt wie etwa einen Faktorraum, sondern dient nur als sprachliche Abkiirzung.

3.1.3 Proposition: Jeder Kérper K besitzt einen eindeutigen kleinsten Unterkorper.
Dieser ist entweder isomorph zu Q oder zu F, fiir eine eindeutige Primzahl p.

3.1.4 Definition: Dieser Unterkorper heisst der Primkdrper von K, und die Zahl

0 falls der Primkorper Q ist,
p falls der Primkérper [F), ist,

char(K) := {

heisst die Charakteristik von K.

3.1.5 Proposition: Jeder Kérperhomomorphismus K — L ist injektiv, und wenn
einer existiert, so ist char(K') = char(L).

3.1.6 Bemerkung: Durch einen Kérperhomomorphismus K < L kann man K mit
einem Unterkoérper von L identifizieren. Man sollte dies aber nur dann tun, wenn der
Homomorphismus spéater nicht mehr abgedndert wird.

3.1.7 Proposition: Fiir jede Korpererweiterung L/K und jede Teilmenge A C L
existiert ein eindeutiger kleinster Zwischenkorper von L/ K, welcher A enthélt. Dieser
ist der Quotientenkérper des von A tiber K erzeugten Unterrings K[A], besteht also
aus den Elementen % fiir alle n > 0, alle ay,...,a, € A, und alle f,g €

geeey

K[X,...,X,] mit g(al,...jan) # 0.

3.1.8 Definition: Dieser Zwischenkorper heisst von A tber K erzeugt und wird be-
zeichnet mit K(A). Fiir endlich viele Elemente a4,...,a, € L schreiben wir auch
K(ay,...,a,) := K({a1,...,a,}) und nennen diesen Korper endlich erzeugt iber K.
Eine Korpererweiterung der Form K(a)/K nennen wir einfach.

3.1.9 Proposition: (a) Fir alle a € K gilt K(a) = K.

(b) Fiir alle 0 <m < n gilt K(ay,...,a,) = K(a1,...,an)(@mi1, .- an).

3.1.10 Beispiel: Der Korper Q(i) = {a +bi | a,b € Q} C C.
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3.2 Korpergrad

3.2.1 Definition: Der Grad einer Koérpererweiterung L/K ist die Zahl
[L/K] = dimg(L) € Z7'U{oc}.

Eine Kérperweiterung mit [L/K] < oo heisst endlich. Eine Kérperweiterung vom Grad
2 heisst quadratisch, vom Grad 3 kubisch, vom Grad 4 biquadratisch.

3.2.2 Proposition: Es ist [L/K] = 1 genau dann, wenn L = K ist.
3.2.3 Beispiel: Es ist [C/R] =2 und [R/Q] = oc.
3.2.4 Proposition: Fiir jeden Koérperturm M/L/K gilt
M/K] = [M/I) [L/K].
Insbesondere ist M /K endlich genau dann, wenn M /L und L/K endlich sind.

3.2.5 Proposition: Jede endliche Korpererweiterung L/ K vom Primzahlgrad ist ein-
fach, und fiir jedes a € L \ K gilt L = K(a).

3.2.6 Proposition: Fiir jede Korpererweiterung L/K vom Grad 2 mit char(K) # 2
existiert ein @ € L mit L = K(a) und b := a* € K. Wir konnen dieses a als eine
Quadratwurzel aus b ansehen.

3.2.7 Vorsicht: Die Notation a = /b ist sehr gefihrlich wegen fehlender Eindeutig-
keit! Nur in R*° sind Wurzeln eindeutig definiert.

3.2.8 Proposition: Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei R C L ein Unterring
mit K C R und dimg(R) < co. Dann ist R ein Zwischenkérper.

3.2.9 Definition: Fiir je zwei Zwischenkorper K; und K, einer Korpererweiterung
L/K bezeichnen wir den von K U K erzeugten Zwischenkorper mit K Ks.

3.2.10 Proposition: In dieser Situation gilt, falls K; /K endlich ist,

KiKy = {3,z }xiEKl, y € K> §,
[K1Ky/Ky) < [Ki/K] und
(K1 K>/ K] < [Ki/K]- [Ka/K].

3.2.11 Definition: Gilt [K1Ky/K]| = [K,/K] - [Ky/K] < 00, so heissen K; und Ko

linear disjunkt tiber K.
3.2.12 Vorsicht: Dies impliziert K1 N Ky = K, ist aber nicht dquivalent dazu.
3.2.13 Beispiel: Q(4) und Q(v/2) sind quadratisch und linear disjunkt iiber Q.

3.2.14 Beispiel: Q(+/2) und Q(+v/2¢?>™/3) sind vom Grad 3 und nicht linear disjunkt
iiber Q.
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3.3 Einfache Korpererweiterungen

Betrachte eine Korpererweiterung L/K und ein Element a € L.

3.3.1 Definition: Existiert ein Polynom f € K[X] ~\ {0} mit f(a) = 0, so heisst a
algebraisch tber K, andernfalls transzendent tiber K.

3.3.2 Definition: Eine komplexe Zahl heisst algebraisch bzw. transzendent, wenn sie
algebraisch bzw. transzendent iiber Q ist.

3.3.3 Beispiel: Die Zahlen i und /2 sind algebraisch.
3.3.4 Satz: Die reellen Zahlen e und 7 sind transzendent. (ohne Beweis)
Betrachte nun den Auswertungshomomorphismus

eval,: K[X]| — Kla] C L, [+ f(a).

3.3.5 Proposition: Es sind dquivalent:
(a) a ist algebraisch tiber K.
(b) Kern(eval,) # (0).
(c) dimg(KJa]) < oco.
() [K(a)/K] < oo.

3.3.6 Proposition: Es sind dquivalent:
(a) a ist transzendent iiber K.
(b) eval, ist injektiv.

)
(c) eval, induziert einen Isomorphismus K (X) = K (a).
(d) [K(a)/K]=
3.3.7 Bemerkung: Insbesondere sind Q(e) und Q(7) isomorph zu Q(X).
3.3.8 Proposition: Sei a algebraisch iiber K. Dann gilt:

(a) Kern(eval,) = (m,) fiir genau ein normiertes Polynom m, = m, x € K[X].

(b) m, ist das eindeutige normierte Polynom von minimalem Grad in Kern(eval,).
(¢) m, ist das eindeutige irreduzible normierte Polynom f € K[X] mit f(a) =
)

(d) eval, induziert einen Isomorphismus
K[X]/(ma) = K(a), f+ (mqe) = f(a).

(e) [K(a)/K] = deg(ma).
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3.3.9 Definition: Das Polynom m, = m, i heisst das Minimalpolynom von a iiber K.
Sein Grad heisst auch der Grad von a iber K.

3.3.10 Beispiel: Die reelle Zahl w := cos 7 ist algebraisch mit m,, g(X) = X*—3X -1
und [Q(w)/Q] = 3.

3.3.11 Bemerkung: Im Fall n := [K(a)/K] < oo ist jedes Element von K(a)
gleich f(a) fiir ein eindeutiges Polynom f € K[X] vom Grad < n. Die Summe zwei-
er solcher Elemente berechnet sich direkt, das Produkt durch Division mit Rest als
fla)g(a) = r(a) fir q,r € K[X] mit fg = gm, + r und deg(r) < n. Ist f(a) # 0,
so gilt ggT(f,my) ~ 1 in K[X]. Mit dem euklidischen Algorithmus findet man dann
Polynome u,v € K[X]| mit uf + vm, = 1. Auswerten in a liefert dann die Gleichung

u(a)f(a) =1, also f(a)™! = u(a).

3.3.12 Beispiel: Fiir a := v/2 ist mqq(X) = X* —2und - = loate

3.4 Algebraische Korpererweiterungen

3.4.1 Definition: Eine Korpererweiterung L/K heisst algebraisch, wenn jedes Ele-
ment von L algebraisch iiber K ist; andernfalls heisst sie transzendent.

3.4.2 Proposition: Fiir jeden Kérperturm M/L/K und jedes Element a € M gilt:
Ist a algebraisch iiber K, so ist es auch algebraisch iiber L.

3.4.3 Proposition: Sind ay, ..., a, algebraisch iiber K, so ist K(ay,...,a,)/K end-
lich.

3.4.4 Proposition: Ist L/K endlich, so ist L/K algebraisch.

3.4.5 Proposition: Eine Korpererweiterung ist endlich genau dann, wenn sie endlich
erzeugt und algebraisch ist.

3.4.6 Proposition: Fir L = K(A) ist L/K algebraisch genau dann, wenn jedes
Element von A algebraisch iiber K ist.

3.4.7 Bemerkung: Dies bedeutet, dass fiir alle iiber K algebraischen Elemente a,b €
L auch a + b und ab sowie, falls definiert, a/b algebraisch iiber K sind.

3.4.8 Beispiel: Die reelle Zahl a := V2+/3 ist algebraisch. Thr Minimalpolynom ist
Mag(X) = X*—10X? + 1, und es ist [Q(v2+ v/3)/Q] = 4.

3.4.9 Proposition: Fiir jeden Korperturm M/L/K und jedes Element a € M gilt:
Ist L/ K algebraisch, und ist a algebraisch iiber L, so ist a auch algebraisch iiber K.

3.4.10 Proposition: Fiir jeden Koérperturm M/L/K ist M /K algebraisch genau
dann, wenn M /L und L/K algebraisch sind.

3.4.11 Beispiel: Die reclle Zahl a := /1 + /2 ist algebraisch iiber Q(v/2), also
algebraisch iiber Q. Thr Minimalpolynom ist m,g(X) = X* — 2X? — 1.
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3.5 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In der euklidischen Ebene erlauben wir die folgenden Konstruktionen:
(a) Mit dem Lineal die Gerade durch zwei verschiedene gegebene Punkte zeichnen.

(b) Mit dem Zirkel den Abstand zweier verschiedener gegebener Punkte aufnehmen
und den Kreis mit diesem Radius um einen gegebenen Punkt zeichnen.

(c) Einen Schnittpunkt zweier Geraden oder Kreise bilden bzw. auswéhlen.

Fiir jede Menge A von Punkten sei Kons(A) die Menge aller Schnittpunkte, die man
durch iterierte Anwendung dieser Operationen aus A konstruieren kann. Die Absténde
d(P, Q) fiir alle Punkte P, € Kons(A) heissen die aus A konstruierbaren Lingen. Die
Winkel s PQR fiir alle paarweise verschiedenen Punkte P, Q, R € Kons(A) heissen die
aus A konstruierbaren Winkel. Unser Ziel ist es, die Menge Kons(A) und die Menge
aller aus A konstruierbaren Léangen bzw. Winkel zu beschreiben.

Um dieses geometrische Problem zu algebraisieren, identifizieren wir die euklidische
Ebene mit C mit dem iiblichen Abstand d(P, Q) := |P — @|. Damit man iiberhaupt
neue Punkte konstruieren kann, nehmen wir an, dass A mindestens zwei verschiedene
Punkte enthélt. Durch Translation, Drehung und Streckung reduzieren wir uns dann
darauf, dass A mindestens die Punkte 0 und 1 enthélt.
3.5.1 Satz: Dann ist Kons(A) der eindeutige kleinste Unterkorper K C C mit

(a) AC K.

(b) Vze K: Z€e K.

(c)VzeC: 22€e K — z€K.
Weiter gilt:

(d) Die aus A konstruierbaren Léngen sind genau die Zahlen in Kons(A4) N R>°.

(e) Die aus A konstruierbaren Winkel sind genau die @ € R mit cosa € Kons(A).

3.5.2 Satz: Setze A := {@ | a € A}. Dann ist Kons(A) die Vereinigung aller Kérper
L C C, fiir die ein Kérperturm der Form

L=K,/...|K/Ky=Q(AUA)
existiert mit [K;/K; 1] = 2 fur alle 1 <i < n.

3.5.3 Folge: Jedes Element von Kons(A) ist algebraisch iiber Q(A UA) und sein Grad
tiber Q(A U A) ist eine Zweierpotenz.

3.5.4 Satz: (Verdoppelung des Wiirfels) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel
und Lineal, um die Zahl /2 zu konstruieren.

3.5.5 Satz: (Dreiteilung des Winkels) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel und
Lineal, um aus einem beliebigen Winkel v den Winkel § zu konstruieren.

3.5.6 Satz: (Quadratur des Kreises) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel und
Lineal, um aus einem beliebigen Kreis mit Radius r den Kreisinhalt 772 zu konstruie-
ren.
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4 Teilbarkeit in Ringen

In diesem Kapitel bezeichnet R einen Integritatsbereich.

4.1 Irreduzible und Primelemente

4.1.1 Definition: Betrachte Elemente a,b € R.

(a) Gilt 3z € R: ax = b, so schreiben wir a|b und sagen a teilt b, und nennen a einen
Teiler von b, und b ein Vielfaches von a.

(b) Gilt 9x € R*: ax = b, so schreiben wir a ~ b und nennen a und b assoziiert.
4.1.2 Proposition: Fiir alle a,b,c,a’, b, x;,b; € R gilt:

(a) 1]a und ala und al0.

(b) Aus alb und b|c folgt alc.
c) Gilt alb; fiir alle i, so auch a | 3, z;b;.

e) ~ ist eine Aquivalenzrelation.

(

)
(c)
(d) Esist a ~ b genau dann, wenn a|b und b|a.
)
(f) Gilt @ ~ a’ und b ~ V', so ist a|b genau dann, wenn o’ |b'.

(g) Gilt alb und b € R*, so ist auch a € R*.

4.1.3 Definition: Ein Element p € R mit p # 0 und p ¢ R* heisst

(a) drreduzibel oder unzerlegbar, wenn gilt
Va,be R: p=ab— (a € R* oder b € R™).
(b) prim oder ein Primelement, wenn gilt
Va,b € R: plab — (p|a oder p|b).

4.1.4 Proposition: Gilt p ~ p', so ist p irreduzibel bzw. prim genau dann, wenn p’ es
ist.

4.1.5 Proposition: Jedes Primelement ist irreduzibel.

4.1.6 Bemerkung: Eine Primzahl ist nach Definition eine natiirliche Zahl > 2, wel-
che ausser der 1 und sich selbst keine natiirlichen Zahlen als Teiler hat. Nach obiger
Definition bedeutet dies irreduzibel und positiv. In dem Ring Z ist irreduzibel aber
dquivalent zu prim, und es hat sich herausgestellt, dass die Eigenschaft ,prim“ die
bessere Verallgemeinerung darstellt.

4.1.7 Beispiel: Im Ring Z ist 2 ein Primelement. In Z[i] gilt dagegen 2 = (1+4)(1—1)
mit Nichteinheiten 1 # i, also ist 2 nicht irreduzibel in Z[i]. In Z[iv/5] ist 2 zwar
irreduzibel, aber nicht prim, denn es ist 2 -3 = (14 4v/5)(1 —4/5) und 21 1 £ iv/5.
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4.2 Faktorielle Ringe

4.2.1 Definition: Ein Integritétsbereich, in dem jedes von 0 verschiedene Element
ein Produkt von Einheiten und/oder Primelementen ist, heisst faktoriell.

4.2.2 Beispiel: Der Ring Z ist faktoriell.

4.2.3 Beispiel: Jeder Korper ist ein faktorieller Ring. (Er hat zwar keine Primele-
mente, aber auch nichts zu faktorisieren.)

Sei nun R beliebig faktoriell. Dann hat jedes Element von R~ {0} die Form

@ = u-piepm
fiir eine Einheit u € R*, eine Zahl m > 0, und Primelemente py, ..., py,.

4.2.4 Satz: Diese Primfaktorzerlegung ist eindeutig bis auf Umordnung und Asso-
ziiertheit, das heisst: Fiir jede weitere Zerlegung mit v € R* und Primelementen

qi,---,4n
a=v-q

gilt m = n und es existiert eine Permutation o € S,, mit Vi: p; ~ ¢,;.
4.2.5 Proposition: In jedem faktoriellen Ring ist irreduzibel dquivalent zu prim.

4.2.6 Proposition: Sei R faktoriell, und sei {p; | i € I} ein Reprisentantensystem
seiner Primelemente unter Assoziiertheit.

(a) Jedes Element von R~ {0} kann man auf eindeutige Weise schreiben in der Form
a = Uu- H/ pz @

fiir eine Einheit v € R* und Exponenten u,; € Z>°, fast alle gleich 0.

(b) Fiir a = u- [T, P und b = v - [[;c,; P/ mit u,v € R* gilt a|b genau dann,
wenn fiir alle ¢ gilt p; < v;.

(¢) Jedes Element von Quot(R) ~\ {0} kann man auf eindeutige Weise schreiben in
der Form )
a = Uu- H pzl

fiir eine Einheit v € R* und Exponenten u; € Z, fast alle gleich 0.
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4.3 Grosster gemeinsamer Teiler

Sei R faktoriell.

4.3.1 Proposition-Definition: Betrachte Elemente a4, ...,a, € R.
(a) Ein Element b € R mit Vi: b|a; heisst ein gemeinsamer Teiler von ay,. .., a,.

(b) Es existiert ein gemeinsamer Teiler b von ay, ..., a,, so dass fiir jeden gemeinsa-
men Teiler &' von ay, ..., a, gilt 0'|b.

(c) Dieser grasste gemeinsame Teiler von aq, ..., a, ist eindeutig bis auf Assoziiert-
heit. Wir bezeichnen jeden solchen mit ggT(ay,...,a,).

Da der ggT nur eindeutig bis auf Assoziiertheit ist, sollte man ihn immer nur auf
Assoziiertheit testen und nicht auf Gleichheit.

4.3.2 Proposition: Fiir alle aq,...,a,,21,...,2, € R gilt
geT(ay,....an) ~ ggT(ar, ... an, > 1\ Tia;).

4.3.3 Definition: Elemente a4, ...,a, € R mit
(a) ggT(ay,...,a,) ~ 1 heissen teilerfremd.
(b) ggT(a;,a;) ~ 1 fir alle ¢ # j heissen paarweise teilerfremd.

4.3.4 Proposition-Definition: Betrachte Elemente a4,...,a, € R.
(a) Ein Element b € R mit Vi: a;|b heisst gemeinsames Vielfaches von ay, . .., a,.

(b) Es existiert ein gemeinsames Vielfaches b von ay, ..., a,, so dass fir jedes ge-
meinsame Vielfache o' von ay, ..., a, gilt b|b'.

(c) Dieses kleinste gemeinsame Vielfache von ay, . .., a, ist eindeutig bis auf Assozi-
iertheit. Wir bezeichnen jedes solche mit kgV(ay, ..., a,).

4.3.5 Proposition: Fiir alle a,a4,...,a, € R gilt

geT(aay, ... aa,) ~ a-ggT(a,...,a,),
kegV(aay,...,aa,) ~ a-kgV(ay,...,an).

4.3.6 Proposition: Fiir alle a1, a2 € R gilt

ggT(al,Ch) ) kgV(ab@) ~ ap - as.
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4.4 Hauptidealringe

4.4.1 Definition: Ein Integritéitsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heisst
ein Hauptidealring.

4.4.2 Beispiel: Fiir jeden Korper K ist K[[X]] ein Hauptidealring. Genauer sind seine
Ideale das Nullideal (0) sowie die Ideale (X™) fiir alle n > 0.

4.4.3 Satz: Sei R ein Hauptidealring.

(a) Jede aufsteigende Folge von Idealen ag C a; C ... wird stationdr, das heisst, es
existiert ng > 0 mit a, = a,, fir alle n > ny. (Ein Ring mit dieser Eigenschaft
heisst noethersch.)

(b) Fiir jedes a € R~ ({0} U R*) existiert ein Primelement p € R mit p|a.
(c¢) Der Ring R ist faktoriell.

4.4.4 Proposition: Ist R ein Hauptidealring, so gilt fiir alle ay,...,a, € R

(ggT(ar,...,an)) = (a1,...,a).
Insbesondere existieren z4,...,x, € R mit

geT(ay,...,a,) = w11+ ...+ Tpay,.

4.4.5 Bemerkung: Nicht jeder faktorielle Ring ist ein Hauptidealring. Zum Beispiel
ist fiir jeden Korper K der Ring K[X,Y] faktoriell, aber sein Ideal (X,Y") ist kein
Hauptideal. In diesem Fall ist ggT(X,Y) ~ 1, aber (X,Y’) # (1). Der ggT ldsst sich
hier nicht als Linearkombination von X und Y darstellen.

4.4.6 Satz: (Chinesischer Restsatz) Seien aq, . .., a, paarweise teilerfremde Elemente
eines Hauptidealrings R. Dann ist die folgende Abbildung ein Ring-Isomorphismus:

R/(ay---a,) — R/(a1) x...x R/(ay),
r4(ar--a,) = (24 (a),..., 2+ (an)).

Der ilteste bekannte Beleg dieses Satzes ist eine mathematische Veroffentlichung in
China im 5. Jahrhundert unserer Zeitrechnung. Geméss einer Legende benutzte ein
chinesischer General den Satz fiir R = Z, um seine Soldaten zu zdhlen. Er liess sie in
Reihen von a; := 19 aufstellen und erhielt den Rest 1, in Reihen von as := 17 mit
dem Rest 14, sowie in Reihen von a3 := 12 mit dem Rest 1. Da er auch die ungefihre

Grossenordnung wusste, konnte er die Gesamtzahl bestimmen, ndmlich 3193 gegeniiber
19-17 - 12 = 3876.

Computeralgebrasysteme benutzen den chinesischen Restsatz, um eine Rechnung mit
grossen Zahlen in Z durch mehrere voneinander unabhéngige Rechnungen in endlichen
Kérpern F, = Z/pZ zu ersetzen. Je nach Situation kann das den Rechenaufwand deut-
lich verringern; ausserdem eignet sich die Methode gut fiir parallele Programmierung.
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4.5 Euklidische Ringe

4.5.1 Definition: Ein euklidischer Ring ist ein Integritdtsbereich R zusammen mit
einer Abbildung 6: R~ {0} — Z>°, so dass gilt

Vae RVbe R~ {0}: Jg,r € R: a=>bg+r und (r =0 oder §(r) < 4(b)).

Dieser Prozess heisst Division mit Rest, namlich Division von a durch b mit Quotient q
und Rest r. Die Funktion § misst die Grosse oder Komplexitéit eines Elements.

4.5.2 Satz: Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

4.5.3 Beispiel: Der Ring Z ist euklidisch mit der Funktion 6(a) := |al.
(a) Seine Ideale sind genau die Ideale (n) = nZ fiir alle n > 0.

(b) Die maximalen Ideale von Z sind die (p) fiir alle Primzahlen p, mit dem zugeho-
rigen Restklassenkorper F,, := Z/pZ.

(c) Das einzige weitere Primideal von Z ist das Nullideal (0).

(d) Die Einheitengruppe (Z/nZ)* besteht aus den Restklassen a + nZ fiir alle zu n
teilerfremden Zahlen a.

4.5.4 Beispiel: Fiir jeden Korper K ist K[X]| euklidisch mit der Funktion §(f) :=
deg(f).

4.5.5 Beispiel: Fiir eine natiirliche Zahl d > 1 ist der Ring Z[iv/d] euklidisch, bzw. ein
Hauptidealring, bzw. faktoriell genau dann, wenn d < 2 ist. Die Funktion d(a 4 iv/d - b)
:= a® + db? erfiillt dann die gewiinschte Bedingung.

4.5.6 Vorsicht: Nicht jeder Hauptidealring lasst sich zu einem euklidischen Ring
machen. Zum Beispiel ist Z [% (144 163)} ein Hauptidealring, aber nicht euklidisch.

4.5.7 Euklidischer Algorithmus: Sei (R,¢) euklidisch und betrachte Elemente
ai,as € R, nicht beide gleich Null. Wir setzen diese fort zu einer Folge aq,...,a,
wie folgt. Ist das letzte konstruierte Element a, gleich Null, so halte an. Andern-
falls benutze Division mit Rest und schreibe a,, 1 = a,q, + a,+1 mit a,,1 = 0 oder

dans1) < d(ay).

4.5.8 Proposition: Dieser Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten, und fiir
das letzte von Null verschiedene Element a,,_; gilt

Amp—1 ™~ ggT(ah 02)'

4.5.9 Bemerkung: Der euklidische Algorithmus produziert zusétzlich Elemente w,,, v,
R mit a,, = unay + vpas fiir alle n > 1, ndmlich durch (uq,v1) := (1,0) und (ug, ve) :=
(0,1) und (tp11, Vns1) = (Un—1 — UnGn, Vn—1 — Unqy) fiir alle n > 2. Fiir das letzte von
Null verschiedene Element a,,_; liefert dies eine Linearkombination

ggT(ar,a2) ~ Gmo1 = Upm—101 + Upy_102.

4.5.10 Beispiel: In Z ist ggT(2019,1959) ~ 3 = 98 - 2019 — 101 - 1959.
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4.6 Polynomringe
4.6.1 Proposition: Fiir jeden Integritéatsbereich R gilt R[X]* = R*.

Sei nun R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K. Fiir zwei Elemente a,b € K*
schreiben wir @ ~ b genau dann, wenn 2 € R* ist. Fiir Elemente von R \ {0} stimmt
dies mit der Definition aus tiberein.

4.6.2 Definition: (a) Der Inhalt eines Polynoms f(X) =>"" ja; X" € R[X]|\ {0} ist
I(f) = egegT(ag,...,a,) € R~ {0}.
(b) Ein Polynom f € R[X] ~\ {0} mit I(f) ~ 1 heisst primitiv.

4.6.3 Lemma: Fiir alle f € R[X] \ {0} und a € R~ {0} gilt:

(a) # ist ein primitives Element von R[X] ~\ {0}.
(b) I(af) ~a-I(f).

4.6.4 Lemma: Der Inhalt setzt sich fort zu einer Abbildung K[X] \ {0} — K,
f+— I(f) mit denselben Eigenschaften fiir alle f € K[X]\ {0} und a € K*.

4.6.5 Lemma: Fiir jedes f € K[X] ~\ {0} gilt f € R[X]| < I(f) € R.
4.6.6 Gauss-Lemma: Fiir alle f,g € K[X]|~ {0} gilt I(fg) ~ I(f)-1(g).

4.6.7 Satz: (a) Jedes Primelement von R ist ein Primelement von R[X].
(b) Jedes primitive Polynom in R[X] \ {0}, das in K[X] prim ist, ist prim in R[X].
(c) Jedes Primelement von R[X] ist eines der obigen.

(d) Der Ring R[X] ist faktoriell.

4.6.8 Folge: Ein primitives Polynom in R[X] ist irreduzibel in R[X] genau dann,
wenn es irreduzibel in K[X] ist.

4.6.9 Folge: Fiir jedes normierte Polynom in R[X] liegt jede Nullstelle in K schon
in R.

4.6.10 Satz: Fiir jeden faktoriellen Ring R und jedes n > 0 ist R[X7, ..., X,] fakto-
riell. Insbesondere ist fiir jeden Korper K der Ring K[Xq, ..., X,] faktoriell.

4.6.11 Beispiel: Fiir jeden Korper K ist X3 — Y? irreduzibel in K[X,Y].
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4.7 Irreduzibilitatskriterien

Betrachte einen faktoriellen Ring R und ein Primelement p. Der Reduktionshomomor-
phismus R — R/(p), a — @ := a + (p) induziert einen Homomorphismus

RIX] = (R/(p)X], f=Y X' = [ = @GX"
Insbesondere gilt fiir alle f,g € R[X] die Gleichung @ =f-37

4.7.1 Proposition: Jedes primitive Element f € R[X] \ {0} mit deg(f) = deg(f)
und f irreduzibel ist selbst irreduzibel.

4.7.2 Beispiel: Das Polynom X° + 2X? + 1 € Z[X] ist irreduzibel. (Benutze p = 3.)

4.7.3 Beispiel: Das Polynom X* + 3X3 — X? + 1 € Z[X] ist irreduzibel. (Benutze
p = 5. Aliter: Untersuche die Reduktionen bei p = 2 und p = 3 und vergleiche Grade.)

4.7.4 Satz: (Eisenstein-Kriterium) Sei f(X) = > ,a; X" € R[X] primitiv mit n > 1

und p{ a, und Vi < n: pla; und p*{ ag. Dann ist f irreduzibel.
4.7.5 Beispiel: Das Polynom X" — 2 € Z[X] ist irreduzibel fiir jedes n > 1.
4.7.6 Beispiel: Fiir jedes n > 1ist das Polynom X"+Y"+ 7" € C[X,Y, Z] irreduzibel.

4.7.7 Proposition: Fiir jede Primzahl p ist das p-te Kreisteilungspolynom

XP—1
X -1

P (X) = 1+ X+ ..+ X! =

in Z[X] irreduzibel.

4.7.8 Satz: (Kronecker) Es existiert ein Algorithmus, der jedes Polynom in beliebig
vielen Variablen iiber Z oder Q in irreduzible Faktoren zerlegt.
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4.8 Elementarteilersatz

4.8.1 Satz: Sei A eine m x n-Matrix {iber einem Hauptidealring R. Dann existieren
Matrizen U € GL,,(R) und V € GL,(R) sowie eine Zahl 0 < k& < min{m,n} und
Elemente ey, ... e, € R~ {0} mit e;]ez|...|ex, so dass gilt

€1

UAV - ek )

wobei alle nicht gezeigten Matrixkoeffizienten gleich 0 sind.

4.8.2 Zusatz: (a) Die Zahl k ist der Rang von A als Matrix iiber dem Kérper Quot(R).

(b) Fiir jedes 1 < ¢ < k ist e;---ep der grosste gemeinsame Teiler aller £ x (-
Unterdeterminanten von A.

(c) Insbesondere sind sowohl k, als auch ey, ..., e, bis auf Assoziiertheit, durch A
eindeutig bestimmt.
4.8.3 Definition: Die Elemente eq, ..., e; heissen die Flementarteiler von A.
4.8.4 Folge: Fiir alle n > 1 und alle a4,...,a, in einem Hauptidealring R sind
aquivalent:
(a) geT(ay,...,a,) ~ 1.
(b) Es existiert eine Matrix in GL,(R) mit erster Zeile (ay,...,a,).

4.8.5 Beispiel: Sei p ein Primelement eines Hauptidealrings R und seien i, j € Z=° und
a € R.Ist a # 0, so sei k der grosste Exponent mit p*|a. Dann sind die Elementarteiler

. (P a .
der Matrix < 0 pj) gleich
(p',p) falls ¢ < j und p'|a,

(e1,e2) = { (P, p") falls § < 7 und p|a,
(p¥, p"t=F)  falls p' f a und p’ { a.
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4.9 Moduln

4.9.1 Definition: Ein Modul iber R oder kurz ein R-Modul ist ein Tupel (M, +,-,0)
bestehend aus einer Menge M mit zwei Abbildungen

+: MXxM—=M, (mn)—m-+n
Rx M — M, (z,m)— zm

und einem ausgezeichneten Element 0 € M, so dass gilt:

(a) (M,+,0) ist eine abelsche Gruppe.

(b) Ve RVYmneM: x(m+n)=am+an (Linksdistributivitét)
(c) Ve,ye RYme M: (z+y)m=axm+ym (Rechtsdistributivitét)
(d) Vz,ye RVmée M: xz(ym) = (zy)m (Assoziativitét)

(e) YmeM: 1-m=m (Einselement)

4.9.2 Beispiel: Ein Modul iiber einem Korper K ist also einfach ein K-Vektorraum.

4.9.3 Beispiel: Jede Menge mit einem Element besitzt eine eindeutige Struktur als
R-Modul und heisst dann Nullmodul.

4.9.4 Beispiel: Mit den Operationen + und - von R ist R selbst ein R-Modul.

4.9.5 Definition: Ein Untermodul eines R-Moduls M ist eine Teilmenge N C M mit
den Eigenschaften:

(a) N #£ o.
(b) ¥n,n' € N: n+n’ € N.
(¢c) Vee RVne N: zn € N.

4.9.6 Proposition: Eine Teilmenge N C M ist ein Untermodul genau dann, wenn
sie zusammen mit den Restriktionen der Addition und der skalaren Multiplikation von
M selbst einen R-Modul bildet.

4.9.7 Beispiel: Jeder R-Modul M hat die Untermoduln {0} und M selbst.
4.9.8 Beispiel: Die Untermoduln von R als R-Modul sind genau die Ideale von R.

4.9.9 Proposition: Der Durchschnitt jeder nichtleeren Kollektion von Untermoduln
von M ist ein Untermodul von M.

4.9.10 Proposition-Definition: Fiir jede Teilmenge S eines R-Moduls M existiert
ein eindeutiger kleinster Untermodul (S) C M, welcher S enthélt. Dieser heisst das
Erzeugnis von S oder von S erzeugt. Fiir endlich viele Elemente myq,...,m, € M gilt

{m,....,mp}) = {zm+...+2,m, | Viiz; €R}.

Ein von endlich vielen Elementen erzeugter Modul heisst endlich erzeugt.



§4) Teilbarkeit Pink: Algebra 2022/23 Seite 50

4.9.11 Proposition-Definition: Die Summe von Untermoduln My, ..., M,
My +...+M, = {ml—i-...—i-mn | Vi: m,;EMZ-}
ist ein Untermodul. Ist die Abbildung
My x...x M, — M +...4+ M, (my,....,my)—mg+...+m,

bijektiv, so heisst die Summe direkt oder eine innere direkte Summe und wird bezeich-
net mit

Mi&...&M, = EBMZ"
=1

4.9.12 Proposition-Definition: Das kartesische Produkt von R-Moduln M; x ... x M,
versehen mit komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation sowie dem Null-
element (0,...,0) ist ein R-Modul. Er heisst das (direkte) Produkt oder, da endlich,

die dussere direkte Summe von My, ..., M, und wird bezeichnet mit
M B..BM, = H M.
i=1

Sind alle Faktoren gleich, so schreibt man auch M"™ := Hﬂ:;l M.

4.9.13 Konvention: Oft werden innere und &ussere direkte Summe mit demselben
Symbol € bezeichnet. Welche dann jeweils gemeint ist, muss man aus dem Zusam-
menhang erschliessen.
4.9.14 Definition: Eine Abbildung zwischen zwei R-Moduln ¢: M — N mit

(a) Vm,m' € M : p(m+m') = o(m) + ¢(m’) und

(b) Vm e M Vx € R: p(xm) = x - p(m)
heisst R-linear oder ein (R-Modul)-Homomorphismus. Die Menge aller Homomorphis-
men M — N wird bezeichnet mit Homg (M, N). Ein Homomorphismus M — M heisst
ein Endomorphismus von M, und wir schreiben Endg(M) := Hompg(M, M).
4.9.15 Proposition: Fiir jeden Homomorphismus ¢: M — N gilt:

(a) Kern(p) :={m € M | p(m) = 0} ist ein Untermodul von M.

(b) Bild(y) ist ein Untermodul von N.

(c)

(d)

¢ ist injektiv genau dann, wenn Kern(yp) = 0 ist.

¢ ist surjektiv genau dann, wenn Bild(y¢) = N ist.

4.9.16 Beispiel: Die identische Abbildung idy,: M — M, m — m ist ein Homomor-
phismus.

4.9.17 Proposition: Die Komposition zweier Homomorphismen ist ein Homomor-
phismus.
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4.9.18 Proposition: Schreibe die Elemente der R-Moduln R" und R™ als Spalten-
vektoren. Dann induziert jede Matrix A € Mat,,x,(R) einen Homomorphismus

Ly: R"— R™, mw— Am.

Umgekehrt ist jeder Homomorphismus R" — R™ gleich L, fiir ein eindeutiges A.
Weiter gilt fiir je zwei komponierbare Matrizen Lag = L4 o Lp.

4.9.19 Definition: Ein Homomorphismus ¢: M — N mit einem beidseitigem In-
versen ¢~ ': N — M heisst ein Isomorphismus, und wir schreiben dann ¢: M = N.

Existiert ein Isomorphismus M — N, so heissen M und N isomorph und wir schreiben
M= N.

4.9.20 Proposition: Ein Homomorphismus ist ein Isomorphismus genau dann, wenn
er bijektiv ist.

4.9.21 Proposition: Die Komposition zweier [somorphismen ist ein Isomorphismus.
Das Inverse eines Isomorphismus ist eindeutig bestimmt und selbst ein Isomorphismus.
Isomorphie von R-Moduln ist eine Aquivalenzrelation.

4.9.22 Definition: Jeder zu R" isomorphe R-Modul heisst frei vom Rang n.
4.9.23 Beispiel: Fiir jedes Ideal (0) & a & R ist der R-Modul R/a nicht frei.
4.9.24 Definition: Ein Isomorphismus M = M heisst ein Automorphismus von M.

4.9.25 Proposition-Definition: Die Menge Autg(M) aller Automorphismen von
M ist eine Gruppe beziiglich Komposition mit dem Einselement id;;, genannt die
Automorphismengruppe von M.

4.9.26 Proposition: Fiir jede natiirliche Zahl n haben wir einen Gruppen-Isomorphismus

GL.(R) = Autg(R"), Ars La.

4.9.27 Proposition-Definition: Sei N ein Untermodul von M. Fiir jedes m € M
betrachte die Nebenklasse

m+N = {m+n|neN} C M.
Fir alle m,m' € M gilt
m+N=m'+N < mem'+N <= m' e m+N < (m+N)N(m'+N) # @.

Insbesondere ist M die disjunkte Vereinigung aller Nebenklassen von N. Die Menge
aller Nebenklassen

M/N = {m+N|me M}
besitzt eine eindeutige Struktur eines R-Moduls, so dass gilt:

(a) Vmym' e M : (m+ N)+ (m'+ N)=(m+m') + N.
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(b) Vme MVz € R:x-(m+ N)=xzm+ N.
Fiir diese gilt weiter:

(c) Das Nullelement von M/N ist 0+ N = N.
(d) Das additive Inverse jedes Elements m + N ist —(m + N) = (—m) + N.

4.9.28 Definition: Der Modul M/N heisst der Faktormodul von M nach N.

4.9.29 Proposition: Die Abbildung 7: M — M/N, m +— m + N ist ein surjektiver
Modulhomomorphismus mit Kern N.

4.9.30 Homomorphiesatz: Jeder Homomorphismus ¢: M — N induziert einen
Isomorphismus

M/ Kern(p) = Bild(p), m + Kern(p) — ¢(m).

Das Tensorprodukt von R-Moduln wird genauso definiert und konstruiert wie das
Tensorprodukt von Vektorrdumen:

4.9.31 Detj'nition: Ein Tensorprodukt zweier R-Moduln M und~M2 besteht aus einem
R-Modul M und einer R-bilinearen Abbildung x: M; x My — M mit der universellen
Figenschaft:

Fiir jeden R-Modul N und jede R-bilineare Abbildung ¢: M; x M, — N existiert
genau eine R-lineare Abbildung @: M — N mit © o Kk = , das heisst, so dass das
folgende Diagramm kommutiert:

M, x M, ? N

7
x . TP

M

4.9.32 Proposition: Ein Tensorprodukt ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie,
mit anderen Worten: Ist sowohl (M, k) wie (M’, ') ein Tensorprodukt von M; und
M, so existiert ein eindeutiger R-Modul-Isomorphismus i: M = M’ mit i o k = &/,
das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

M1><M2 u M’

4.9.33 Satz: Ein Tensorprodukt existiert immer.

4.9.34 Konvention: Wir fixieren ein fiir alle Mal ein Tensorprodukt (M, k) und
bezeichnen den Modul M mit M; ® g My und die Abbildung x mit

M1 X M2 — M1 XRpr MQ, (ml,mg) — My & Ma.

Deren Rechenregeln sowie die Grundeigenschaften des Tensorprodukts entsprechen de-
nen im Fall von Vektorrdumen. Analog werden hohere Tensorpotenzen, symmetrische
und alternierende Potenzen, sowie die Tensor-, symmetrische, bzw. dussere Algebra
eines Moduls konstruiert.
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4.10 Moduln iiber Hauptidealringen
Sei R ein Hauptidealring.

4.10.1 Proposition: Jeder Untermodul von R" ist von n Elementen erzeugt.

4.10.2 Satz: Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M existieren Zahlen r, £ > 0 und
Elemente ey, ...,e, € R~ ({0} UR*) mit e|es] ... |eg, so dass gilt

k
M = R"BH R/).
i=1
4.10.3 Definition: Elemente myq,...,my, von M heissen linear unabhdingig, wenn fiir
alleay,...,ap e Rgilt aym; + ... +amy=0=a,=... =a, = 0.

4.10.4 Zusatz: (a) Die Zahl r ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Elemen-

te von M. Insbesondere ist sie eindeutig bestimmt. Sie heisst der ,freie Rang“
von M.

(b) Die Zahl r + k ist die minimale Anzahl von Erzeugenden von M. Insbesondere
ist £ eindeutig bestimmt.

(c) Die Elemente e, ..., e, sind bis auf Assoziiertheit durch M eindeutig bestimmt.
Sie heissen die Elementarteiler von M.

4.10.5 Satz: Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M existieren Zahlen r, ¢ > 0 und
Primelemente p; € R und Exponenten v; > 1, so dass gilt

¢
M = RT@ H R/,
4.10.6 Zusatz: Fiir jedes Primelement p € R und jedes v > 0 gilt
dimpy ) (P M/p"' M) = r+ |[{1<i<l|pi~pAv; > v}

Insbesondere sind die Zahlen r und ¢, sowie die Paare (p;,r;) bis auf Vertauschung
und Assoziiertheit der p;, durch M eindeutig bestimmt.
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4.11 Abelsche Gruppen

4.11.1 Klassifikationssatz: Fiir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G existieren
r, £ > 0 und Primzahlen p; sowie Exponenten 1v; > 1, so dass gilt

4
G =z BHz/mpz.
=1

Dabei sind r und ¢, sowie die Paare (p;, v;) bis auf Vertauschung, eindeutig bestimmt.
4.11.2 Bemerkung: Die Zahl r heisst der ,freie Rang® von G. (Vergleiche §1.14))
4.11.3 Proposition: Es gilt »r = 0 genau dann, wenn G endlich ist. In diesem Fall
gilt
Gl = P opy
exp(G) = kgV(p!',...,p)").

4.11.4 Beispiel: Es gibt genau zwei Isomorphieklassen von endlichen Z-Moduln der
Kardinalitit 28 = 22 - 7, namlich die von

7/287 =~ 7)TZBZ/4Z,
Z/22BZ/14Z =~ Z)TZBZ/2Z B Z/2Z.
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4.12 Jordansche Normalform

4.12.1 Konstruktion: Sei K ein Korper. Jeder K-Vektorraum V' mit einem Endo-
morphismus ¢ € Endg (V) wird durch

KIX]xV =V, (X aX,v) - Y a9 (v)

zu einem K [X]-Modul. Umgekehrt konnen wir jeden K[X]-Modul als einen K-Vektor-
raum mit dem zusétzlichen Endomorphismus m + Xm ansehen. Die Theorie der
K[X]-Moduln ist deshalb dquivalent zu der Theorie der Paare (V).

4.12.2 Proposition: Sei M = K[X]/(f) fir ein normiertes Polynom f € K[X].
Dann ist dimg (M) = deg(f), und der obige Endomorphismus ¢ € Endg (M) hat das
charakteristische Polynom f und das Minimalpolynom f.

4.12.3 Satz: Fir jeden K[X]-Modul V mit dimg(V) < oo existieren £ > 0 und
normierte irreduzible Polynome p; € K[X]| sowie Exponenten v; > 1, so dass gilt

v o= B KX/ ).

Dabei sind k, und die Paare (p;, ;) bis auf Vertauschung, eindeutig bestimmt.

4.12.4 Zusatz: Fiir ¢ € Endg (V) wie oben gilt:
(a) Das charakteristische Polynom von ¢ ist gleich py* - - - pi*.
(b) Das Minimalpolynom von ¢ ist gleich kgV(p}",...,p/*).

(¢) Der Hauptraum von ¢ zum normierten irreduziblen Polynom p entspricht den
Summanden in der obigen Zerlegung mit p; = p.

(d) Jordansche Normalform.
4.12.5 Satz: Sei p ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V'
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K.

(a) Es existieren ein diagonalisierbarer Endomorphismus ¢, und ein nilpotenter En-
domorphismus ¢,, mit @5, = s und s + p, = @.

(b) Diese sind durch ¢ eindeutig bestimmt.

(c) Beide kénnen durch Polynome in ¢ mit Koeffizienten in K ausgedriickt werden.

4.12.6 Definition: Die Zerlegung ¢ = ¢, + ¢, heisst die Jordan-Chevalley-Zerlegung
von . Die Endomorphismen ¢, und ¢, heissen der halbeinfache, beziehungsweise
nilpotente Anteil von .

4.12.7 Variante: Fiir jede quadratische Matrix A {iber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K existieren eine diagonalisierbare Matrix A, und eine nilpotente Matrix
A, iber K mit A;A, = A,As und A, + A, = A. Diese sind durch A eindeutig be-

stimmt.
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5 Strukturtheorie von Gruppen

5.1 Einfache Gruppen

5.1.1 Definition: Eine Gruppe G, die nichttrivial ist und nur 1 und G als Normalteiler
hat, heisst einfach.

5.1.2 Proposition: Eine abelsche Gruppe ist genau dann einfach, wenn sie zyklisch
von Primzahlordnung ist.

5.1.3 Satz: Fiir jedes n > 5 gilt:
(a) Die Gruppe A, ist einfach.

(b) Die einzigen normalen Untergruppen von S, sind 1 und A, und S,,.
5.1.4 Satz: Fiir jeden Korper K und jedes n > 2 ist die Gruppe
PSL(n, K) = SL.(K)/{\, | A€ K*, X" =1}

einfach, ausser fir n = 2 und |K| < 3.

(ohne Beweis)
5.1.5 Bemerkung: Fiir ¢ := |K| < oo ist

3 ..
q° — q fiir g gerade,
|PSL(2, K)| = { P
2

fiir ¢ ungerade.
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5.2 Subnormalreihen
5.2.1 Definition: (a) Eine Folge von Untergruppen 1 = Gy < G; < ... <1 G, = G,
deren jede normal in der néchsten ist, heisst eine Subnormalreihe von G.

(b) Eine Untergruppe, welche in einer Subnormalreihe von G auftaucht, heisst eine
subnormale Untergruppe von G.

5.2.2 Definition: Die hoheren Kommutatorgruppen von G sind definiert durch G := G
und GO = [G® GD] fiir alle > 0 und bilden eine Folge

G=G"p> .. >GYp>G" >
Dabei sind alle Subfaktoren G /G(+1 abelsch.

5.2.3 Proposition: Betrachte eine Subnormalreihe 1 = Gy < G < ... < G, = G.
(a) Fir jede Untergruppe H < Gist 1= HNGy < HNG, < ... < HNG,, =H
eine Subnormalreihe von H, und fiir alle 1 <7 < m gilt
HNnG, _ (HNG)Gi— - G
HNGi.w Gi1 Gio1

(b) Fiir jeden Normalteiler N < G ist 1 = GoN/N < G;N/N < ... < G,,N/N =
G/N eine Subnormalreihe von G/N, und fir alle 1 < i < m gilt

G;N/N Gi/Gi—1 G;

GiN/N — (Gin NG /Gii Gy
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5.3 Kompositionsreihen

5.3.1 Definition: Eine Subnormalreihe 1 = Gy < G; < ... < G,,, = G, bei der alle
Subfaktoren G;/G;_1 einfache Gruppen sind, heisst Kompositionsreihe von G.

5.3.2 Proposition: Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe.

5.3.3 Beispiel: Fiir jedesn > 5ist 1 < A,, < S, eine Kompositionsreihe von S,,. Eine
Kompositionsreihe von Sy ist zum Beispiel, mit den jeweiligen Indizes:

15 ((12)(34)) = ((12)(34),(13)(24)) 3 A 28,

5.3.4 Beispiel: Die Gruppe Z besitzt keine Kompositionsreihe.

5.3.5 Beispiel: Die Gruppe Z/67Z besitzt genau die zwei Kompositionsreihen

0 4 3Z/6Z 4 7)6Z,

2
<
3 2

0 < 2Z/6Z < Z/6Z.

5.3.6 Definition: Zwei Subnormalreihen 1 = Gy < G; < ... < G, = G und 1 =
Hy < Hy <...< H, = G heissen dquivalent, wenn m = n ist und ein o € §,, existiert
mit

Vi<i<n: Gi/Gi_1 = Hyi/Hyi 1.

5.3.7 Satz: (Jordan-Hélder) Je zwei Kompositionsreihen sind dquivalent.

5.3.8 Bemerkung: In gewissem Sinn kann man eine Kompositionsreihe als feinstmog-
liche Faktorisierung einer Gruppe ansehen. Die einfachen Subfaktoren spielen dann
die Rolle der Primzahlen, und der Satz von Jordan-Hélder entspricht der eindeutigen
Primfaktorzerlegung.

5.3.9 Definition: Eine Subnormalreihe, welche aus einer gegebenen Subnormalreihe
durch Hinzufligen weiterer Terme entsteht, heisst eine Verfeinerung.

5.3.10 Satz: (Schreier) Je zwei Subnormalreihen besitzen dquivalente Verfeinerungen.

5.3.11 Schmetterlingslemma: (Zassenhaus) Firalle ' < H < Gund K' < K < G
gilt:
HHNK')< H(HNK) < H,
(H'NK)K' <1 (HNK)K' < K, und
H(HNEK) _ (HnK)K'
HHNEK) (HNK)EK"
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5.4 Auflosbare Gruppen

5.4.1 Definition: Eine Gruppe G heisst aufldsbar, wenn sie eine Subnormalreihe
1=Gy< Gy <...<G,, = G besitzt, bei der alle Subfaktoren G;/G;_; abelsch sind.

5.4.2 Beispiel: Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.
5.4.3 Beispiel: Fiir jedes n > 1 ist die Diedergruppe D,, auflosbar.
5.4.4 Satz: Die symmetrische Gruppe S,, ist auflosbar genau dann, wenn n < 4 ist.

5.4.5 Proposition: Eine einfache Gruppe ist auflosbar genau dann, wenn sie abelsch
ist.

5.4.6 Beispiel: Fiir jeden Ring R und jede natiirliche Zahl n ist die Gruppe B der
oberen Dreiecksmatrizen in GL,(R) auflosbar. Genauer ist fiir jedes 1 < k < n

Up = {(ai)i; € GLu(R) | a;; = 0;; fiir alle i > j — k}

eine normale Untergruppe von B, und die Subnormalreihe 1 = U, < ... < U; < Uy = B
hat abelsche Subquotienten

(R*)™ fir k=0,
R % firl<k<n-—1.

Up/Ups1 = {

5.4.7 Proposition: (a) Jede Untergruppe und jede Faktorgruppe einer auflsbaren
Gruppe ist auflosbar.

(b) Fir jeden Normalteiler N < G ist G auflésbar genau dann, wenn N und G/N

auflosbar sind.

5.4.8 Proposition: Eine Gruppe ist auflésbar genau dann, wenn eine ihrer héheren
Kommutatorgruppen gleich 1 ist.
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5.5 Semidirekte Produkte

5.5.1 Proposition-Definition: Das kartesische Produkt von Gruppen G; x ... x Gy,
mit komponentenweiser Multiplikation und dem Einselement (1, ..., 1) ist eine Grup-
pe, genannt das (dGussere direkte) Produkt von Gy, ..., Gpy,.

5.5.2 Proposition: Fiir Untergruppen Gy, ..., G, von G ist die Abbildung
Gix ... X Gy =G, (G1,---,9m) = g1 Gm
ein Gruppenhomomorphismus genau dann, wenn gilt:
Vi # jVg; € GiVg; € Gj: gigj = 9;9i-

5.5.3 Definition: Ist die obige Abbildung ein injektiver Gruppenhomomorphismus,
so heisst ihr Bild das (innere) direkte Produkt von Gy, ...,Gp,.

5.5.4 Beispiel: Die Kleinsche Vierergruppe ist das innere direkte Produkt
(12)(34).(13)24) “=" (1 2)34)) x (1 3)(24)).

5.5.5 Proposition-Definition: Betrachte eine Linksoperation einer Gruppe H auf
einer Gruppe N, geschrieben H x N — N, (h,n) — "n. Dann ist das kartesische
Produkt N x H mit der Multiplikation

(n,h)- (0,0 == (n-"n',hh)

und dem Einselement (1, 1) eine Gruppe, genannt das (dussere) semidirekte Produkt
von N und H und geschrieben N x H. Diese besitzt N x {1} = N als Normalteiler
und die Faktorgruppe ist isomorph zu H.

5.5.6 Proposition-Definition: Seien H < G > N mit G = NH und NN H = 1.
Wie iiblich sei "n := hnh~!. Dann ist die Abbildung

N x H — G, (n,h) — nh

ein Isomorphismus, und wir nennen G das (innere) semidirekte Produkt von N und H.
Als missbréuchliche Notation schreibt man dann auch oft G = N x H = H x N.

5.5.7 Beispiel: Fiir alle n > 1 ist D,, = Z/nZ »x {£1} vermége der Operation

{£1} x Z/nZ — Z/nZ, (i,k) — ik

5.5.8 Beispiel: Fiir alle n > 2 ist S,, = A, x ((1 2)).
5.5.9 Beispiel: Fiir alle n > 6 ist S,, = A, x ((1 2)(3 4)(5 6)).

Diese beiden Beispiele zeigen, dass der Kofaktor H in einem inneren semidirekten
Produkt durch den Normalteiler N im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist, auch
nicht bis auf Konjugation.
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5.5.10 Beispiel: Die Gruppe aller abstandserhaltenden Bewegungen im R" ist das se-
midirekte Produkt des Normalteilers aller Translationen mit der orthogonalen Gruppe

O(n).

5.5.11 Beispiel: Fiir jeden Ring R und beliebige m,n > 0 betrachte die Linksope-
ration von GL,,(R) x GL,(R) auf Mat,,»,(R) durch ““ B := ABC~!. Dann haben

wir einen Isomorphismus

Matyn(R) % (GLin(R) X GLo(R)) 5 ((*) :) < GLyun(R),
wao - (5DEY-( )

5.6 p-Gruppen

Sei p eine Primzahl.

5.6.1 Definition: Eine endliche Gruppe von p-Potenz-Ordnung heisst eine p-Gruppe.
5.6.2 Satz: Jede nichttriviale p-Gruppe hat ein nichttriviales Zentrum.

5.6.3 Folge: Jede p-Gruppe ist auflosbar.

5.6.4 Proposition: Jede echte Untergruppe einer p-Gruppe ist echt in ihrem Norma-
lisator enthalten.

5.6.5 Beispiel: Jede Gruppe der Ordnung p? ist abelsch.

5.6.6 Beispiel: Es gibt genau 5 Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung p3.
Darunter sind die abelschen die Isomorphieklassen von

Z/p°Z und Z/p*Z x Z)pZ und (Z/pZ)>.
Im Fall p > 2 sind die nichtabelschen die Isomorphieklassen der semidirekten Produkte

Z/p*Z x Z/pZ mit “b:= (1 + pa)b fiir alle a € Z/pZ und b € Z/p*Z,
(Z/pZ)* x Z/pZ mit *(b,c) := (b+ ac,c) fiir alle a € Z/pZ und (b, c) € (Z/pZ)*>.

Im Fall p = 2 sind die nichtabelschen die Isomorphieklassen der Diedergruppe D,
sowie der Quaternionengruppe

Q = {+1,4i, ], +k}
mit i? = j2 =k* = —1und ij = k = —ji und jk =i = —kj und ki = j = —ik.

5.6.7 Bemerkung: Die Quaternionengruppe ist kein semidirektes Produkt von echten
Untergruppen.
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5.7 Sylowsatze
Sei G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler der Gruppenordnung |G|. Schreibe

|G| = pFm fiir k,m > 1 mit ptm.

5.7.1 Definition: Jede Untergruppe von G der Ordnung p* heisst eine p-Sylowuntergruppe
oder p-Sylowgruppe von G. Sei Syl (G) die Menge aller p-Sylowgruppen von G.

5.7.2 Satz: (Sylowsitze)
(a) Es existiert eine p-Sylowgruppe von G.
(b) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.
(c) Alle p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert.
(d) Die Anzahl der p-Sylowgruppen von G ist = 1 mod p und ein Teiler von m.

5.7.3 Folge: (e) Die Gruppe G besitzt ein Element der Ordnung p.

5.8 Kleine endliche Gruppen

5.8.1 Proposition: Jede Gruppe der Ordnung pg oder p*q oder pqr fiir Primzahlen
p, q,r ist auflosbar.

5.8.2 Satz: (Burnside) Jede Gruppe der Ordnung p®q® fiir Primzahlen p, ¢ ist auflos-
bar.
(ohne Beweis)

5.8.3 Lemma: Eine nichtabelsche einfache Gruppe besitzt keine Untergruppe vom
Index 2, 3, oder 4.

5.8.4 Proposition: Jede Gruppe der Ordnung < 60 ist auflésbar.

5.8.5 Lemma: Jede nichtabelsche einfache Gruppe mit einer Untergruppe vom Index
5 ist isomorph zur As.

5.8.6 Proposition: Jede einfache Gruppe der Ordnung 60 ist isomorph zu As.
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5.9 Klassifikation

Das Klassifikationsproblem der endlichen Gruppen ist die Aufgabe, alle endlichen
Gruppen bis auf Isomorphie explizit zu beschreiben.

Hat eine endliche Gruppe G einen nichttrivialen echten Normalteiler N, so reduziert
sich diese Aufgabe darauf, die Gruppen N und G/N sowie alle Moglichkeiten, die
Gruppe G als Erweiterung von G/N und N zu konstruieren, zu beschreiben. Hat man
das Erweiterungsproblem im Griff, so reduziert sich das allgemeine Problem also durch
Induktion auf die Klassifikation aller endlichen einfachen Gruppen.

5.9.1 Satz: (Feit-Thompson 1963) Jede endliche Gruppe ungerader Ordnung ist auf-
l6sbar.
(Beweis etwa 270 Seiten)

Jede nichtabelsche endliche einfache Gruppe besitzt daher ein Element der Ordnung 2,
genannt eine Involution. Als Programm zur Losung des Klassifikationsproblem schlug
der Gruppentheoretiker Richard Brauer vor, nichtabelsche endliche einfache Gruppen
vermittels ihrer Involutionen, derer Zentralisatoren, und jeder Menge weiterer davon
abgeleiteter Untergruppen zu studieren. Dabei ist von Nutzen:

5.9.2 Proposition: Je zwei Involutionen erzeugen zusammen eine Diedergruppe.

Die Klassifikation aller endlichen einfachen Gruppen wurde Anfang der 1980er Jahre
im wesentlichen abgeschlossen. Demnach sind die endlichen einfachen Gruppen bis auf
[somorphie genau:

(a) die zyklischen Gruppen C, von Primzahlordnung p,
(b) die alternierenden Gruppen A, fiir n > 5,

(c) die einfachen Gruppen vom Lie-Typ, konstruiert als Matrixgruppen iiber endli-
chen Korpern K wie zum Beispiel PSL(n, K),

(d) sowie 26 weitere sporadische einfache Gruppen verschiedener Ordnungen von
24.32.5-11 = 7920 bis
246.320.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59-71
= 808017424794512875886459904961710757005754368000000000.

Die kleinsten nichtabelschen einfachen Gruppen haben die Ordnungen 60, 168, 360,
504, 660, 1092, .. .. Vergleiche
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_ finite_ simple_groups.
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6 Struktur von Korpererweiterungen

Korpertheorie ist das Studium von Korpererweiterungen, insbesondere ihre Konstruk-
tion, Klassifikation, und das Losen von Gleichungen darin.

6.1 Transzendente Korpererweiterungen

Betrachte eine Korpererweiterung L/ K.

6.1.1 Definition: Eine Kollektion paarweise verschiedener Elemente A = {a, | v € N}
von L heisst algebraisch abhdngig iber K, wenn ein Polynom f € K[(X,),en]| ~ {0}
existiert mit f((a,),) = 0. Andernfalls heisst sie algebraisch unabhdngig tiber K.

6.1.2 Proposition: Fiir jede Teilmenge A C L sind dquivalent:
(a) A ist algebraisch unabhéngig iiber K, und L/K(A) ist algebraisch.
(b) A ist eine maximale iiber K algebraisch unabhéngige Teilmenge.

(c) A ist eine minimale Teilmenge von L, so dass L/K(A) algebraisch ist.
6.1.3 Definition: Eine solche Teilmenge A C L heisst Transzendenzbasis von L/ K.

6.1.4 Proposition: (Austauschsatz) Fir je zwei Transzendenzbasen A und B von
L/K und jedes Element b € B \ A existiert ein a € A\ B, so dass (A \ {a}) U {b}
eine Transzendenzbasis von L/K ist.

6.1.5 Satz: Es existiert eine Transzendenzbasis, und je zwei Transzendenzbasen von
L/K haben dieselbe Kardinalitét.

6.1.6 Definition: Diese Kardinalitit heisst der Transzendenzgrad von L/K und wird
bezeichnet mit trdegy /.

6.1.7 Proposition: Es ist L/K algebraisch genau dann, wenn trdeg, x = 0 ist.

6.1.8 Proposition: Fiir jede endlich erzeugte Korpererweiterung L = K(ay, ..., a,)/K
gilt trdeg; /r < n < 00,

6.1.9 Beispiel: Es ist trdegg o = card(R).
6.1.10 Proposition: Fiir jeden Korperturm M/L/K gilt trdeg,,, . = trdeg,,,, + trdeg, /-

6.1.11 Definition: Eine Korpererweiterung L /K, welche von einer Transzendenzbasis
erzeugt ist, heisst rein transzendent.

6.1.12 Beispiel: Der rationale Funktionenkorper K (X1, ..., X,,) ist rein transzendent
iiber K vom Transzendenzgrad n.

6.1.13 Beispiel: Der elliptische Funktionenkorper C(z,y) fir iiber C transzendente
Elemente 2 und y mit y? = 2® — x ist nicht rein transzendent iiber C.
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6.2 Homomorphismen zwischen Korpererweiterungen
Betrachte zwei Koérpererweiterungen L/K und L'/K.

6.2.1 Definition: Ein Kérperhomomorphismus L — L', der auf K die Identitét ist,
heisst ein Homomorphismus tiber K. Die Menge aller Homomorphismen L — L’ iiber
K bezeichnen wir mit Homg (L, L’). Ein Homomorphismus iiber K, der ein Isomor-
phismus ist, heisst ein Isomorphismus tber K.

6.2.2 Beispiel: Die komplexe Konjugation C — C ist ein Isomorphismus iiber R.

6.2.3 Beispiel: Die Abbildung Q(v/2) — Q(+v/2) mit a + b2 — a — by/2 fiir alle
a,b € Q ist ein Isomorphismus iiber Q.

6.2.4 Proposition: Ist [L/K] = [L'/K] < oo, so ist jeder Homomorphismus L — L'
iiber K ein Isomorphismus.

6.2.5 Proposition: Fiir jedes ¢ € Homg (L, L) gilt: Ein Element a € L ist algebraisch
tiber K genau dann, wenn ¢(a) algebraisch tiber K ist. In diesem Fall haben a und
¢(a) dasselbe Minimalpolynom und denselben Grad tiber K.

6.2.6 Proposition: Fiir jedes a € L haben wir eine natiirliche Bijektion

Homp (K (a),L') = {d' € L' | max(a’) =0}, ¢ — p(a).

6.2.7 Proposition: Ist L/K endlich, so gilt | Homg (L, L")| < [L/K].
6.2.8 Satz: Ist L/ K algebraisch und L’ algebraisch abgeschlossen, so ist Homg (L, L) # .

6.2.9 Definition: Ein Korperautomorphismus von L, der auf K die Identitét ist,
heisst ein Automorphismus iiber K. Die Menge aller Automorphismen von L iiber K
bezeichnen wir mit Autg (L).

6.2.10 Proposition: Ist L/K algebraisch, so ist Homg (L, L) = Autg(L).

6.2.11 Beispiel: Die Abbildung K (X) — K(X), f(X) — f(X?) ist ein Homomor-
phismus tiber K, aber kein Automorphismus.
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6.3 Konstruktion von Korpererweiterungen

6.3.1 Definition: Sei f € K[X] irreduzibel. Ein Oberkérper von K der Form K(a)
mit f(a) = 0 heisst ein Stammkdrper von f tiber K.

6.3.2 Beispiel: Fiir jede Korpererweiterung L/K und jedes tiber K algebraische Ele-
ment a € L ist K(a) ein Stammkorper des Minimalpolynoms m, i iiber K.

6.3.3 Proposition: Jedes irreduzible Polynom f € K|[X] besitzt einen Stammkorper
L iiber K. Dabei ist das Paar (L, a) bis auf eindeutige Isomorphie iiber K bestimmt.

6.3.4 Definition: Sei f € K[X] \ {0}. Ein Oberkérper von K der Form L =
K(ay,...,a,) mit f(X) = o[ (X —a;) in L[X] fir ein @ € L* heisst ein Zer-
fallungskorper von f iber K.

6.3.5 Proposition: Jedes Polynom f € K[X]\ {0} besitzt einen Zerfallungskorper
iiber K. Dieser ist bis auf Isomorphie tiber K bestimmt; der Isomorphismus ist aber
im allgemeinen nicht eindeutig.

6.3.6 Beispiel: Betrachte die reellen Zahlen a; := v/5 und ay := —a; sowie die kom-
plexen Zahlen a3 := ia; und a4 := —ag. Dann besitzt f(X) := X*—5 die Faktorisierung
(X —a1)(X —ag)(X —a3)(X —ay) tiber C. Nach dem Eisensteinkriterium fiir p = 5 ist
f(X) irreduzibel tiber Q. Fiir jedes j ist somit Q(a;) ein Stammkorper von f iiber Q,
und es gilt [Q(a;)/Q] = 4. Dabei sind Q(a;) = Q(az) und Q(as) = Q(a4), aber mit
jeweils verschiedenen Erzeugenden. Weiter ist L := Q(ay, as, as, as) = Q(+/5,1) ein Zer-
fallungskorper von f iiber Q. Wegen i24-1 = 0 und i € Q(ay) gilt [Q(v/5,4)/Q(v/5)] = 2
und folglich [L/Q] = 8.

6.3.7 Proposition: Fiir jeden Zerfallungskorper L eines Polynoms vom Grad n iiber
K ist der Korpergrad [L/K] ein Teiler von nl.

6.3.8 Beispiel: Der Korper C ist gleichzeitig Stamm- und Zerfallungskoérper des Po-
lynoms X2 + 1 iiber R. Verschiedene konkrete Realisierungen unterscheiden sich um
einen Isomorphismus; zu jedem Isomorphismus gibt es aber auch den dazu komplex
konjugierten Isomorphismus. Ich empfehle C zu betrachten als eine quadratische Er-
weiterung von R zusammen mit einem ausgewihlten Element ¢ mit 2 + 1 = 0.
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6.4 Algebraischer Abschluss

6.4.1 Proposition: Fiir jeden Korper K sind die folgenden Bedingungen adquivalent:
(a) Jedes nichtkonstante Polynom in K[X] besitzt eine Nullstelle in K.
(b) Jedes von Null verschiedene Polynom in K[X] zerfillt in Linearfaktoren iiber K.

(c¢) Jedes Polynom vom Grad n > 0 in K[X] besitzt, mit Vielfachheiten gezéhlt,
genau n Nullstellen in K.

(d) Jede endliche Erweiterung von K ist gleich K.
(e) Jede algebraische Erweiterung von K ist gleich K.

6.4.2 Definition: Ein Koérper mit diesen Eigenschaften heisst algebraisch abgeschlos-
sen.

6.4.3 Definition: Ein Oberkoérper von K, welcher algebraisch {iber K und selbst
algebraisch abgeschlossen ist, heisst ein algebraischer Abschluss von K. Ein solcher
wird oft bezeichnet mit K.

6.4.4 Beispiel: Der Korper C ist ein algebraischer Abschluss von R.

6.4.5 Beispiel: Der Unterkorper aller algebraischer Zahlen in C ist ein algebraischer
Abschluss von Q.

6.4.6 Satz: Je zwei algebraische Abschliisse von K sind isomorph iiber K.

6.4.7 Vorsicht: Der Isomorphismus ist im allgemeinen nicht eindeutig. Deshalb soll-
te man stets nur von einem algebraischen Abschluss sprechen, und den bestimmten
Artikel erst verwenden, nachdem man einen algebraischen Abschluss gewéhlt hat.

6.4.8 Satz: Jeder Korper besitzt einen algebraischen Abschluss.
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6.5 Separable und irreduzible Polynome

Betrachte einen algebraischen Abschluss K von K. Aufgrund der Eindeutigkeit von K
bis auf Isomorphie ist der folgende Begriff unabhéngig von der Wahl von K.

6.5.1 Definition: Ein Polynom in K[X]~ {0}, das keine mehrfachen Nullstellen in K
besitzt, heisst separabel.

6.5.2 Vorsicht: Manche Autoren verwenden diese Definition nur fiir irreduzible Po-
lynome und eine dazu nicht dquivalente fiir reduzible Polynome. Die hier benutzte
Definition hat den folgenden Vorteil:

6.5.3 Proposition: Fiir jede Korpererweiterung L/ K gilt: Ein Polynom f € K[X] \ {0}
ist separabel iiber K genau dann, wenn es separabel als Polynom iiber L ist.

6.5.4 Proposition: Fiir jede Korpererweiterung L/K gilt: Zwei Polynome f,g €
K[X] ~ {0} sind teilerfremd in K[X] genau dann, wenn sie teilerfremd in L[X] sind.

6.5.5 Definition: Die formale Ableitung eines Polynoms f(X) = ) a; X" ist das
Polynom
f(X) = %(X) = > apkXFL

6.5.6 Proposition: Die formale Ableitung erfiillt die iiblichen Regeln:
Vi,ge KIX]: (f£g) = f+¢g

Va e KVf e K[X]: (af) = af
Vf, g€ K[X]: (fg)) = f'g+ fg" (Leibniz-Regel)

6.5.7 Proposition: Ein Polynom f € K[X]\ {0} ist separabel genau dann, wenn f
und f’ teilerfremd in K[X] sind.

6.5.8 Proposition: Ein irreduzibles f € K[X] ist separabel genau dann, wenn f" # 0
ist.

6.5.9 Satz: (a) Ist char(K) = 0, so ist jedes irreduzible Polynom iiber K separabel.
(b) Ist p:= char(K) > 0, so hat jedes irreduzible Polynom iiber K die Form
F(X) = g(X™)
fiir ein eindeutiges r > 0 und ein separables irreduzibles Polynom g iiber K.

6.5.10 Beispiel: Betrachte den rationalen Funktionenkérper K := F,(Y) und das
Polynom ¢(X) := X — Y € K[X]. Fiir jedes r > 1 ist dann g(X?") = X?" — Y
irreduzibel iiber K, aber nicht separabel.
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6.6 Perfekte Korper

6.6.1 Definition: Ein Koérper K heisst vollkommen oder perfekt, wenn jedes irredu-
zible Polynom iiber K separabel ist.

6.6.2 Proposition: Jeder Korper der Charakteristik 0 ist perfekt.

6.6.3 Proposition-Definition: Sei R ein Ring, und sei p eine Primzahl mit p-1g = 0.
Dann ist fiir jedes r > 1 die Abbildung

Frob,-: R — R, x zP
ein Ringhomomorphismus, genannt der Frobenius-Endomorphismus vom Grad p”.

Insbesondere besitzt jeder Korper K der Charakteristik p > 0 den Endomorphismus
Frob,: K — K. Als Kérperhomomorphismus ist dieser injektiv.

6.6.4 Proposition: Ein Korper K der Charakteristik p > 0 ist perfekt genau dann,
wenn der Frobenius-Endomorphismus Frob,: K — K bijektiv ist.

6.6.5 Proposition: Jeder endliche Korper ist perfekt.

6.6.6 Beispiel: Der rationale Funktionenkorper I, (Y') ist nicht perfekt.

6.7 Endliche Korper

6.7.1 Satz: Fiir jeden endlichen Koérper k gilt:
(a) p:= char(k) > 0.

(b) |k| =p" fir n = [k/F,)].

(c

)
)
) Die multiplikative Gruppe £* ist zyklisch der Ordnung p"™ — 1.
(d) a?" = a fiir alle a € k. (Kleiner Satz von Fermat)

(e) k ist ein Zerféllungskorper des Polynoms X?" — X iiber F,.

6.7.2 Satz: Fiir jede Primpotenz p" existiert ein endlicher Kérper der Ordnung p".
Dieser ist bis auf Isomorphie bestimmt; der Isomorphismus ist aber im allgemeinen
nicht eindeutig. Eine haufige Bezeichnung dafiir ist F.

6.7.3 Proposition: Fiir jeden endlichen Korper k der Ordnung p™ ist
Aut(k) = Autg, (k) = (Frob,|x)
zyklisch der Ordnung n.

6.7.4 Definition: Ein Ring, der alle Kérperaxiome ausser vielleicht die Kommutati-
vitat der Multiplikation erfiillt, heisst eine Divisionsalgebra oder ein Schiefkorper.

6.7.5 Satz: (Wedderburn) Jeder endliche Schiefkorper ist kommutativ. (ohne Beweis)
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6.8 Separable Korpererweiterungen

6.8.1 Definition: Betrachte eine algebraische Korpererweiterung L/ K.

(a) Ein Element von L, dessen Minimalpolynom iiber K separabel ist, heisst sepa-
rabel tiber K.

(b) Ist jedes Element von L separabel iiber K, so heisst L/K separabel.

6.8.2 Proposition: Ein Korper K ist perfekt genau dann, wenn jede algebraische
Erweiterung von K separabel ist.

6.8.3 Bemerkung: Die Folgerung gilt insbesondere im Fall char(K') = 0 oder | K| < c.

6.8.4 Proposition: Sei L = K(ay,...,a,)/K endlich, und sei K ein algebraischer
Abschluss von K. Dann sind dquivalent:

(a) L/K ist separabel.
(b) Jedes a; ist separabel iiber K.
(c) |Homg (L, K)| = [L/K].

6.8.5 Proposition: Eine algebraische Korpererweiterung L = K(A)/K ist separabel
genau dann, wenn jedes Element von A separabel iiber K ist.

6.8.6 Proposition: Fiir jeden algebraischen Korperturm M/L/K ist M /K separabel
genau dann, wenn M /L und L/K separabel sind.

6.8.7 Satz vom primitiven Element: Jede endliche separable Korpererweiterung
ist einfach.
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6.9 Inseparable Korpererweiterungen

6.9.1 Proposition: Sei L = K(A) algebraisch {iber K mit p := char(K) > 0, und sei
K ein algebraischer Abschluss von K. Dann sind dquivalent:

(a) Fiir jedes a € L existiert ein r > 0 mit " € K.
(b) Fiir jedes a € A existiert ein r > 0 mit a? € K.
(¢) |Homg (L, K)| = 1.

6.9.2 Definition: Eine Korpererweiterung L/K mit den obigen Eigenschaften heisst
rein inseparabel oder total inseparabel oder radiziell.

6.9.3 Beispiel: Betrachte den rationalen Funktionenkorper L := F,(X;, X3) und den
Unterkérper K := F,(X7, X?%). Fir jedes f € L gilt dann f(X;, Xo)? = f(XT,X3) €
K. Insbesondere ist L/K rein inseparabel, und fiir jedes f € L~ K gilt [K(f)/K] = p.
Wegen [L/K] = p? ist L/K also nicht einfach.

6.9.4 Proposition: Fiir jeden algebraischen Korperturm M/L/K ist M /K rein inse-
parabel genau dann, wenn M /L und L/K rein inseparabel sind.

6.9.5 Proposition: Jede algebraische Korpererweiterung L/ K besitzt einen eindeuti-
gen Zwischenkorper K’ so dass K’/ K separabel und L/ K’ rein inseparabel ist, ndmlich

K' := {a € L | a separabel iiber K}.

6.9.6 Vorsicht: Eine Faktorisierung in die andere Richtung, das heisst ein Zwischen-
korper K” mit L/K" separabel und K”/K rein inseparabel, existiert im allgemeinen
nicht.
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6.10 Normale Korpererweiterungen

6.10.1 Proposition: Sei L = K(A) algebraisch iiber K, und sei L ein algebraischer
Abschluss von L. Dann sind dquivalent:

(a) Jedes irreduzible Polynom f € K[X], das eine Nullstelle in L besitzt, zerfallt in
L[X] in Linearfaktoren.

(b) Fir jedes a € L enthilt L einen Zerfallungskérper des Minimalpolynoms m, k.
(c) Fiir jedes a € A enthélt L einen Zerfallungskoérper des Minimalpolynoms my, k-
(d) Fiir jedes p € Homg(L, L) gilt ¢(L) = L.
(e) Fiir jedes ¢ € Homg (L, L) gilt »(L) C L.

6.10.2 Definition: Eine Korpererweiterung L/ K mit den obigen Eigenschaften heisst
normal.

6.10.3 Proposition: Eine endliche Korpererweiterung ist normal genau dann, wenn
sie Zerfallungskorper eines Polynoms ist.

6.10.4 Beispiel: Die triviale Erweiterung K/K ist normal.
6.10.5 Beispiel: Jeder algebraische Abschluss K /K ist normal.
6.10.6 Beispiel: Jede quadratische Korpererweiterung ist normal.
6.10.7 Beispiel: Die Erweiterung Q(+v/2)/Q ist nicht normal.

6.10.8 Proposition: Sind M/L/K algebraisch und ist M /K normal, so ist auch M /L
normal.

6.10.9 Vorsicht: Sind M/L/K algebraisch und ist M/K normal, so ist L/K nicht
notwendig normal, zum Beispiel fiir K = Q und L = Q(\S’/E) und M ein Zerfallungs-
korper von X? — 2 iiber Q.

6.10.10 Vorsicht: Sind M/L und L/K algebraisch und normal, so ist M/K nicht
notwendig normal. Zum Beispiel sind Q(v/2)/Q(v/2) und Q(v/2)/Q jeweils normal
vom Crad 2, aber Q(+v/2)/Q ist nicht normal.

6.10.11 Definition: Eine normale Hiille einer algebraischen Erweiterung L/K ist
eine minimale algebraische Erweiterung L/L, so dass L/K normal ist.

6.10.12 Proposition: Ist L = K(ay, ... ,a,) endlich iiber K, so ist jeder Zerfallungs-
korper von mg, k - - - My, i Uber K, der L umfasst, eine normale Hiille von L/K.

6.10.13 Proposition: Jede algebraische Erweiterung L /K besitzt eine normale Hiil-
le. Diese ist eindeutig bis auf Isomorphie tiber L. (Der Isomorphismus ist aber im
allgemeinen nicht eindeutig.)

6.10.14 Proposition: Sei L eine normale Hiille einer algebraischen Erweiterung L /K.
(a) Ist L/K endlich, so ist auch L/K endlich.
(b) Ist L/K separabel, so ist auch L/K separabel.
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7 Galoistheorie

Die Galoistheorie besteht darin, Kérpererweiterungen L/ K via ihrer Symmetrien, das
heisst, via der Gruppe Autg (L) zu studieren.

7.1 Galoiserweiterungen

7.1.1 Definition: Eine separable normale algebraische Kérpererweiterung L/ K nennt
man galoissch oder eine Galoiserweiterung. Die zugehorige Gruppe Gal(L/K) :=
Autg (L) nennt man dann die Galoisgruppe von L]/ K.

7.1.2 Proposition: Eine endliche Erweiterung L/K ist galoissch genau dann, wenn
| Autg (L)| = [L/K] ist. Dann ist also Gal(L/K) eine endliche Gruppe der Ordnung
[L/K].

7.1.3 Beispiel: Jede Erweiterung von endlichen Kérpern ¢/k ist endlich galoissch mit
zyklischer Galoisgruppe (Frobyy |¢) der Ordnung [¢/k].

7.1.4 Proposition-Definition: Sei L ein Korper und I' eine Untergruppe von Aut(L).

Dann ist
L' .= {acL|Vyel:v(a)=a}

ein Unterkorper von L, genannt der Fixkorper von I

7.1.5 Satz: Fiir jede endliche Untergruppe I' < Aut(L) ist L/L" endlich galoissch mit
Galoisgruppe T.

7.1.6 Proposition: Fiir jede Galoiserweiterung L/K und jeden Zwischenkorper K’
ist auch L /K’ galoissch, und Gal(L/K") ist eine Untergruppe von Gal(L/K).
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7.2 (Galoiskorrespondenz

7.2.1 Hauptsatz der Galoistheorie: Sei L/ K endlich galoissch mit Galoisgruppe I'.
Dann haben wir natiirliche zueinander inverse Bijektionen

{Zwischenk('jrper von L/K } ~ {Untergruppen von F}

K'i Gal(L/K')
L T

Weiter gilt fiir beliebige einander entsprechende K’ «~ IV und K" e~ T
(a) [L/K'] = |I"|und [K'/K] =T :T"].
(b) K'C K" «— I">1".
(c) Fiir jedes v € I" entspricht der Zwischenkorper «(K’) der Untergruppe I".
)

(d) Es existiert ein natiirlicher Isomorphismus
Normp(I') /T" = Autg (K'), Y[V — |-
(e) K'/K ist galoissch genau dann, wenn I normal in T" ist, und dann ist die Ab-
bildung in (d) ein natiirlicher Isomorphismus

~

/" = Gal(K'/K).
7.2.2 Satz: Jede endliche separable Erweiterung hat nur endlich viele Zwischenkorper.

7.2.3 Bemerkung: Jedes Element von L, das in keinem von L verschiedenen Zwi-
schenkorper liegt, ist ein primitives Element von L/K.

Sei nun f € K[X] ein separables Polynom vom Grad n > 0. Seien ay,...,a, die
Nullstellen von f in einem Zerfallungskérper L = K(a4, ..., a,) von f iiber K. Dann
ist L/ K galoissch, und wir nennen seine Galoisgruppe Gal(L/K) auch die Galoisgruppe
von f tber K.

7.2.4 Proposition: Es existiert eine eindeutige Linksoperation von I' auf {1,...,n}
mit der Eigenschaft
Vy e Gal(L/K) V1 <i<n: y(a;) = ay,.

Diese ist treu, entspricht also einem injektiven Homomorphismus Gal(L/K) < S,,.

Dadurch kénnen wir Gal(L/K) mit einer Untergruppe von S,, identifizieren. Die Identi-
fikation héngt allerdings von der gewéhlten Reihenfolge der Nullstellen ab. Jede andere
Reihenfolge hat die Form a,1, ..., a,, fir eine Permutation o € S,,, und die Umord-
nung dndert den Homomorphismus ab um den inneren Automorphismus int, von S,
und sein Bild somit um Konjugation mit o.

7.2.5 Proposition: Die Bahnen der Operation von Gal(L/K) auf {1,...,n} entspre-
chen genau den normierten irreduziblen Faktoren von f in K[X]. Insbesondere ist die
Operation transitiv genau dann, wenn f irreduzibel ist.
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7.2.6 Beispiel: Das Polynom f(X) := X3 — 2 € Q[X] hat die Galoisgruppe Ss.
Genauer seien a := /2 € R und ¢ := exp 2 27” € C. Die komplexen Nullstellen von
f sind dann (ay,as,a3) := (a,Ca,(?a). Mit L = Q(ay,as,a3) = Q(a,() liefert die
Galoiskorrespondenz die folgenden Entsprechungen, wobei normale Untergruppen bzw.
Erweiterungen unterstrichen sind:

(a,€)

Q

¢
3
((23)) ((13)) ((12) Q(a)  Q(¢a)  Q(¢%a)
3 N\3 |3 Az R NEE

/ /
3
7.2.7 Beispiel: Das Polynom f(X) := X* — 2 € Q[X] hat Galoisgruppe Dy. Ge-
nauer sei ¢ := v/2 € R; die komplexen Nullstellen von f sind dann (a, as, as, as) =
(a, —a,ia, —ia). Mit L := Q(a1, ag, as, as) = Q(i, a) liefert die Galoiskorrespondenz die

folgenden Entsprechungen, wobei normale Untergruppen bzw. Erweiterungen unter-
strichen sind:

Q)

tn
(&

Q(i,a
Q(ia) Q(a) ((14+i)a —i)a)
\Q( 22/ Q) \ /
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7.3 Symmetrische Funktionen

Wir betrachten Polynome in X = (Xj,...,X,) iiber einem beliebigen Ring R.

7.3.1 Definition: Ein Polynom der Form f(X) = Y./ a; X", bei der die Summe sich
nur iiber Multiindizes ¢ mit > 4, = d erstreckt, heisst homogen vom Grad d.

7.3.2 Proposition: Jedes Polynom ist eine eindeutige Summe f = 2;20 fq mit fy
homogen vom Grad d.

7.3.3 Definition: Der Totalgrad deg(f) eines Polynoms f € R[X]|~\ {0} ist das grosste
d mit fd 7é 0.

7.3.4 Proposition: Fiir alle f,g € R[X] ~\ {0} gilt deg(fg) < deg(f) + deg(g), mit
Gleichheit wenn R ein Integritétsbereich ist.

7.3.5 Variante: Fiir jede Variable X, sei ein Gewicht u, € R gegeben. Ein Poly-
nom der Form f(X) = > a; X" bei der die Summe sich nur iiber Multiindizes i mit
> iy, = A erstreckt, heisst dann isobar vom Gewicht . Jedes Polynom ist eine
eindeutige Summe [ = Z’/\ fr mit f) isobar vom Gewicht .

7.3.6 Definition: Ein Polynom f € R[Xy,..., X,,] heisst symmetrisch, wenn gilt
Vo € Snl f(Xgl, .. 7Xon) = f<X17 e ,Xn)

7.3.7 Definition: Fiir jedes 1 < m < n ist das m-te elementarsymmetrische Polynom
m Xi,...,X, das homogene symmetrische Polynom vom Grad m

Sm = Y Xy X, € Z[Xy,..., X,
1< <. <vm<n
Eine dquivalente Charakterisierung ist die Identitéat

n

[[x-X) = Xx"+> (-p"s,x
1=1 m=1

= X" - S X"+ — .+ (=1)"S, € Z[X, X;,...,X,]
Betrachte nun weitere Variablen Uy, ..., U,.

7.3.8 Hauptsatz: Fiir jedes symmetrische Polynom f € R[Xj,...,X,] existiert ein
eindeutiges Polynom g € R[Uy,...,U,] mit f = g(S1,...,Sn).

7.3.9 Zusatz: Ist f symmetrisch und homogen vom Grad d, so ist ¢g isobar vom
Gewicht d, wobei jedes U, mit dem Gewicht v versehen wird.

7.3.10 Beispiel: Fiir jedes d > 1 ist >.._, X7 ein symmetrisches Polynom. Zum
Beispiel sind

Zﬁzl X, = 5,

Yo Xp = 87 -2,

Yo X3 = S8} —3515, +38S;.
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7.3.11 Bemerkung: Aus dem Hauptsatz folgt, dass fiir jedes von Null verschiedene
Polynom g € R[Uy, ..., U,] auch das Polynom ¢(Si,...,S,) ungleich Null ist.

7.3.12 Variante: Sei K ein Korper. Eine rationale Funktion f € K(Xj, ..., X,,) heisst
symmetrisch, wenn gilt

\V/O' < Snl f<X017 e 7Xon) = f(X17 Ce ,Xn)

7.3.13 Satz: Fiir jede symmetrische rationale Funktion f € K(Xj,...,X,,) existiert
eine eindeutige rationale Funktion g € K(Uy,...,U,) mit f = g(Si,...,S,).

7.3.14 Folge: Die Korpererweiterung K (X1, ..., X,)/K(S1,...,S,) ist endlich galoissch
mit Galoisgruppe S,.

7.3.15 Beispiel: Es sind

n — Sn—l
Zu:l XI/ = Sn )

n B S2 | —28,.,5,
le:l Xl/ 2 = : 52 )

— S3_ | — 38, 15, 25, + 38,552
S X = 1 S3 :

7.4 Resultante und Diskriminante

7.4.1 Definition: Die Sylvestermatriz zweier Polynome der Form f(X) =" a; X"
und g(X) = Y77 b; X7 iiber einem Ring R ist die (m + n) x (m + n)-Matrix

Ay vee vee ooooay ag 0 ... 0

0 apm ... ... ... a1 ag :

0

0O ... 0 apn ... ... ... a1 ap

Wi = p b by 0 . . 0
0 b, ... ... b by ° :

: . . . .0

0O ... ... 0 b, ... ... bt b

in der die ersten n Zeilen aus den Koeffizienten von f und die restlichen m Zeilen aus
den Koeffizienten von g gebildet sind. Die Determinante der Sylvestermatrix heisst die
Resultante von f und g und wird bezeichnet mit Ress, € R.

Offenbar ist die Resultante ein ganzzahliges Polynom in aq, . . ., am, bo, - - . , by, und zwar
homogen vom Grad n in ayg, ..., a, und homogen vom Grad m in by, ..., b,.
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7.4.2 Proposition: Es gilt Res, ; = (—1)"" Resy,,.

7.4.3 Proposition: Seien f, g € K[X] vom Grad m bzw. n fiir einen Kérper K. Dann
ist Resyy = 0 genau dann, wenn f und ¢ einen gemeinsamen Teiler vom Grad > 0
haben.

7.4.4 Proposition: Fiir alle Polynome der Form f(X) = a,, [[[~;(X—a;) und g(X) =
bn H?:l (X = B)) gilt

m n

Resy, = ap, - b - HH(O@ — Bj).
i=1 j=1
7.4.5 Proposition: Fiir alle Polynome der Form f(X) = a,, [ [/~ (X —a;) und g(X) =
Z;‘L:O ijj gllt

m

Resy, = a,, - Hg(ai).

=1

Im Spezialfall g = f" ist n = m — 1 und b,,_1 = ma,,; also ist die erste Spalte der Syl-
vestermatrix Sylv; ;, durch a,, teilbar. Es existiert daher ein eindeutiges ganzzahliges
Polynom Py in ay, ..., a, mit Resy y = a,,, Py.

7.4.6 Definition: Die Diskriminante eines Polynoms f(X) = Y ", ;X" vom Grad
m iiber einem Ring R ist

m(m—1)

Discy = (—-1)" = Py € R.
7.4.7 Proposition: Fiir jedes Polynom der Form f(X) = a,, [[~, (X — o) gilt
Disc; = a2" 2. H (o — ;).
1<i<j<m

7.4.8 Folge: Ein Polynom f {iber einem Korper ist separabel genau dann, wenn
Discy # 0 ist.

7.4.9 Anwendung: Fiir jedes normierte Polynom f € Z[X] ist Disc; € Z, und fiir
eine beliebige Primzahl p ist f mod (p) separabel in F,[X] genau dann, wenn p { Discy
ist.

7.4.10 Beispiel: In kleinen Graden ist

f(X) Discy
aX +0b 1
aX?+bX +c b — 4ac
aX?+bX? +cX +d | b*c® — dac® — 4b3d — 27a*d? + 18abed

7.4.11 Bemerkung: Resultante und Diskriminante kann man auch als symmetri-
sche Funktionen der Nullstellen konstruieren. Der obige Weg liefert aber schneller die
richtigen Formeln, insbesondere fiir nicht normierte Polynome.
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7.5 Explizite Konstruktion der Zwischenkorper

Sei L/K endlich galoissch mit Galoisgruppe I', und sei " < T' eine Untergruppe.
Um den zugehérigen Zwischenkorper L' zu beschreiben, verschafft man sich zuerst
geeignete Elemente by,...,b, € L', die man entweder vermittels expliziter Erzeu-
genden von L errdt oder durch eine I'-invariante Konstruktion findet. Wenn dann
[K(by,...,br)/K] = [[ : I'] ist, so folgt direkt K(by,...,bx) = L. In der Praxis
gentigt dafiir oft schon ein einzelnes Element b;.

7.5.1 Beispiel: Sei I' < 5, die Galoisgruppe eines normierten separablen Polynoms
f € K[X] mit den Nullstellen ay,...,a, € L. Betrachte die Quadratwurzel der Dis-

kriminante
b = H (a; —a;) € L.

1<i<j<n

Sei ausserdem char(K') # 2. Dann ist I' < A,, genau dann, wenn b € K ist. Andernfalls
ist K'(b) der Zwischenkorper vom Grad 2 iiber K, welcher der Untergruppe 'N A, < T°
entspricht.

7.5.2 Allgemeine Konstruktion: Nach dem Satz vom primitiven Element ist L =
K(a) fir ein geeignetes a € L. Betrachte das Hilfspolynom

F(X) = ZbiX" =[] (X —(a) € LIX].

yeI’
7.5.3 Satz: Dann gilt L' = K (b, ..., bn).
Weiter ist der folgende Satz niitzlich:

7.5.4 Satz: Die Menge I' = Gal(L/K), betrachtet als Teilmenge des L-Vektorraums
aller Abbildungen L — L, ist L-linear unabhéngig.

7.5.5 Folge: Fiir jede Untergruppe IV < Gal(L/K) haben wir eine surjektive Abbil-
dung

L—IV 2+ Z’y(m)

e

Auch damit kann man also explizite Elemente von L' konstruieren.
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7.6 Kreisteilungskorper

Sei n eine natiirliche Zahl mit char(K) { n, und sei K ein algebraischer Abschluss
von K.

7.6.1 Proposition: Die Gruppe der n-ten Finheitswurzeln
e = 1a(K) = {CeR[¢"=1)
ist eine zyklische Untergruppe der Ordnung n von K"

7.6.2 Proposition: Die Korpererweiterung K (u,)/K ist endlich galoissch, und es
existiert ein eindeutiger Homomorphismus e: Gal(K(u,)/K) — (Z/nZ)* mit der
Eigenschaft

¥y € Gal(K (1) /K) VG € iz 7(¢) = ¢
Dieser Homomorphismus ist injektiv. Insbesondere ist Gal(K (u,)/K) abelsch.

7.6.3 Beispiel: Ist k ein endlicher Korper der Kardinalitét ¢, so entspricht Gal(k(u,)/k)
der von der Restklasse ¢ + nZ erzeugten Untergruppe von (Z/nZ)*. Zum Beispiel ist
Gal(IFy(p17)/Fq) zyklisch der Ordnung 8.

7.6.4 Satz: Es ist Gal(Q(u,)/Q) = (Z/nZ)*.
(Beweis im allgemeinen Fall: Siehe z.B. Jantzen, Schwermer: Algebra, Kap. 6, §2.)

7.6.5 Satz: Ein regelméissiges n-Eck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar genau
dann, wenn |(Z/nZ)*| eine Zweierpotenz ist.

7.6.6 Bemerkung: Dies ist genau dann der Fall, wenn n ein Produkt einer Zwei-
erpotenz mit paarweise verschiedenen Fermat-Primzahlen, d.h. Primzahlen der Form
22" 1.1, ist. Die einzigen bisher bekannten Fermat-Primzahlen sind 3, 5, 17, 257, 65537.
Firn=17,9, 11, 13, 19 ist dagegen ein regelmaissiges n-Eck nicht konstruierbar.

7.6.7 Satz: (Kronecker-Weber) Jede endliche Galoiserweiterung von Q mit abelscher
Galoisgruppe ist einem Kreisteilungskorper Q(u,) enthalten. (ohne Beweis)
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7.7 Abelsche Korpererweiterungen

7.7.1 Definition: Eine Galoiserweiterung heisst abelsch, bzw. zyklisch, bzw. auflosbar,
wenn ihre Galoisgruppe die entsprechende Eigenschaft hat.

7.7.2 Definition: Eine Erweiterung der Form L = K(a)/K mit " € K heisst eine
einfache Radikalerweiterung.

7.7.3 Satz: (Kummer-Theorie) Sei L/K endlich und n eine natiirliche Zahl mit
char(K) {n und p, C K. Dann sind dquivalent:

(a) L/K ist eine einfache Radikalerweiterung der Form L = K(a) mit a" € K.
(b) L/K ist zyklisch vom Grad ein Teiler von n.

7.7.4 Beispiel: Im Fall char(K) # 2, 3 ist jede zyklische Erweiterung vom Grad 3
von K enthalten in K (v/=3, V/b) fiir ein b € K und eine geeignete Wahl der Wurzeln.

7.7.5 Bemerkung: Da jede endliche abelsche Gruppe ein direktes Produkt von zykli-
schen Gruppen ist, hat jede abelsche Korpererweiterung L/K die Form Ly - - L, fiir
zyklische Erweiterungen L;/K. Diese L; kann man mittels Kummer-Theorie beschrei-
ben.

7.7.6 Beispiel: Fiir beliebige paarweise verschiedene Primzahlen pq,...,p, ist der
Korper K := Q(y/p1, ..., /Pn) endlich galoissch iiber Q mit Galoisgruppe Gal(K/Q)
>~ {£1}". Ausserdem gilt

K = Q(Vpi, - v/Pn) = QD1+ ...+ /Pn).
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7.8 Auflosbare Korpererweiterungen

7.8.1 Lemma: Betrachte eine Kérpererweiterung L'/ K der Form L' = LK’ fiir Zwi-
schenkorper L und K. Ist L/ K galoissch, so ist auch L'/ K’ galoissch und es gibt einen
natiirlichen injektiven Homomorphismus

Gal(L'/K') — Gal(L/K), v+ 7|L.
7.8.2 Definition: (a) Ein Koérperturm K,,/ ... /Ky, bei dem jedes K;/K;_; eine ein-
fache Radikalerweiterung ist, heisst ein Radikalturm.

(b) Ein Polynom f € K[X] heisst aufiosbar durch Radikale, wenn es einen Radikal-
turm K,/ ... /Ky = K gibt, so dass f iiber K, in Linearfaktoren zerfillt.

Letzteres bedeutet, dass jede Nullstelle von f in einem algebraischen Abschluss von K
durch eine explizite Formel in Termen der vier Grundrechenarten und Wurzeln belie-
biger Ordnung, ausgehend von Elementen von K, darstellbar ist.

7.8.3 Satz: (Abel-Ruffini) Sei L/K endlich galoissch mit char(K) = 0. Dann sind
aquivalent:
(a) Es existiert ein Radikalturm K,/ ... /Ky = K mit L C K,,.
(b) Gal(L/K) ist auflésbar.
Dies ist der Ursprung der Bezeichnung ,auflésbare Gruppe*.
7.8.4 Satz: Fir n > 5 existiert keine Formel in Termen der vier Grundrechenarten

und beliebigen Wurzeln, welche fiir beliebige Wahl der Variablen by, ..., b, in einem
Korper K der Charakteristik Null eine Nullstelle des Polynoms > b, X" produziert.

Man sagt also: Die allgemeine Gleichung vom Grad n > 5 ist nicht auflésbar durch
Radikale. Die vom Grad < 4 dagegen schon:

7.8.5 Spezialfall: Jedes quadratische Polynom aX? 4 bX + ¢ iiber einem Kérper K
der Charakteristik # 2 hat die Nullstellen

b1 _
> ® ¢ K
a

7.8.6 Spezialfall: Betrachte ein kubisches Polynom aX? + bX? + ¢X + d iiber einem
Koérper K der Charakteristik # 2, 3. Division durch a und die Variablensubstitution
X=Y-— % transformieren es in die Form Y3 4 3pY — 2¢ fiir gewisse p, ¢ € K. Dieses
hat die Nullstellen

vi = CAa—VP+E + VetV + @ € K

firt =0, 1, 2 mit ¢ := #TB und einer geeigneten Wahl der Wurzeln in K.

7.8.7 Spezialfall: Jedes Polynom aX* +bX? +cX?+ dX + e vom Grad 4 iiber einem
Korper der Charakteristik # 2, 3 ist auflésbar durch Radikale. Explizite Losungsfor-
meln werden in der Vorlesung und den Ubungen entwickelt.
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7.9 Explizite Bestimmung der Galoisgruppe

Betrachte das Polynom in 2n + 1 Variablen

G = H(Z—iYiXm) € ZIZYr, ... Yo X1, X,
=1

O’GSn

Da es in den Variablen X, ..., X, symmetrisch ist, existiert ein eindeutiges Polynom
in 1+ 2n Variablen G € Z[Z,Y1,...,Y,, Uy, ..., U,], so dass mit den elementarsym-
metrischen Polynomen Sy, ...,S, € Z[Xy,..., X,] gilt

G = G(ZY1,....Y,,5,...,5).

Betrachte nun ein separables Polynom

F(X) = zn:(—nibixn—i = X"~ b X" — 4 (=1)", € K[X].

i=0
Seien ay,...,a, € L = K(ay,...,a,) seine Nullstellen und I' = Gal(L/K) < S, seine
Galoisgruppe. Betrachte das Hilfspolynom

g = G(Z,Y1,... Yo by,....by) € K|ZY;,....Y,]

7.9.1 Satz: Fiir jeden irreduziblen Faktor h von ¢ existiert ein o € .S,, mit

{reS,|nZYn,. .,Yo)=h} = L.

7.9.2 Folge: Sei K ein Korper, fiir den ein Algorithmus existiert, der jedes Polynom
in beliebig vielen Variablen iiber K in irreduzible Faktoren zerlegt. Dann existiert ein
Algorithmus zur Bestimmung der Galoisgruppe jedes separablen Polynoms iiber K.

7.9.3 Spezialfall: (Vgl. §4.7)) Insbesondere existiert ein solcher Algorithmus fiir K = Q.

7.9.4 Satz: Sei zusétzlich f € Z[X]. Sei p eine Primzahl, welche die Diskriminante
von f nicht teilt. Sei f mod (p) ein Produkt irreduzibler Polynome in [F,[X] der Grade
ni+ ...+ n, = n. Dann enthélt I" eine Permutation, deren zugehorige Partition von
n die Form n; + ...+ n, = n hat.

X
X

)= X1+ 3X3 — X2 + 1 iiber Q ist die Sy.

) :
X):

)

X® 4+ 2X2 4 1 {iber Q ist die Ss.
X7 4 3X2 45 {iber Q ist die S;.
X5 4+ 20X + 16 iiber Q ist die As.

7.9.5 Beispiel: Die Galoisgruppe von f

Die Galoisgruppe von f

Die Galoisgruppe von f
X

o~ o~ o~ —~

Die Galoisgruppe von f
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