Erinnerung:

Der Grad einer Korpererweiterung L/K ist die Zahl
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[L/K] := dimg(L) €
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[M/K]) = [M/L] {[L/K],

3.2.4 Proposition: Fiir jeden Korperturm M/L/K gilt

Insbesondere ist M /K endlich genau dann, wenn M/L und L/K endlich sind.

3.2.5 Proposition: Jede endliche Korpererweiterung L/K vom Primzahlgrad ist einfach, und fiir jedes

a€ L\ K gilt L =K(a) ZFO = I
i '

3.2.6 Proposition: Fiir jede Koérpererweiterung L/K vom Grad 2 mit char(K) # 2 existiert ein a € L
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3.2.7 Vorsicht: Die Notation a = v/b ist sehr gefihrlich wegen fehlender Eindeutigkeit! Nur in R>° sind

Wurzeln eindeutig definiert.

mit L = K(a) und b := a? € K. Wir konnen dieses a als eine Quadratwurzel aus b ansehen.




3.2.8 Proposition: Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei R C L ein Unterring mit X' C R und

dimg (R) < co. Dann ist R ein Zwischenkorper.
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3.2.9 Definition: Fiir je zwei Zwischenkorper K; und K einer Kérpererweiterung L/K bezeichnen wir
den von K7 U K, erzeugten Zwischenkorper mit K K. L
3.2.10 Proposition: In dieser Situation gilt, K1/K endlich ist, [
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3.2.11 Definition: Gilt [K K,/ K| = [K;/K]-[K2/K] < 00, so heissen K; und K linear disjunkt iber K.

3.2.12 Vorsicht: Dies impliziert K; N Ky = K, ist aber nicht dquivalent dazu. ) D(_ . /'CJ
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3.2.13 Beispiel: -ﬁ_QL(?_) und Q(v/2) sind quadratisch und linear disjunkt iiber Q.
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3.2.14 Beispiel: Q(v/2) und Q(+/2¢*™/?) sind vom Grad 3 und nicht linear disjunkt iiber Q. Q /§
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3.3 Einfache Korpererweiterungen

Betrachte eine Korpererweiterung L/K und ein Element a € L.

3.3.1 Definition: Existiert ein Polynom f € K[X]~ {0} mit f(a) = 0, so heisst a algebraisch dber K,
andernfalls transzendent tiber K.

3.3.2 Definition: Eine komplexe Zahl heisst algebraisch bzw. transzendent, wenn sie algebraisch bzw.
transzendent tiber Q ist.

3.3.3 Beispiel: Die Zahlen 7 und V2 sind algebraisch.
S =

P= e farar’

3.3.4 Satz: Die reellen Zahlen e und 7 sind transzendent. (ohne Beweis)

Betrachte nun den Auswertungshomomorphismus

eval,: K[X]| — Kla] C L, [ f(a).




3.3.5 Proposition: Es sind dquivalent: ﬂZ&» Ny Q:Q(Sj 3&’,{— wacd, lﬂ 234

(a) a ist algebraisch iiber K. g gé () o, Gl W20 OQ‘—“LLOLDG/ (‘12//: n .
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3.3.6 Proposition: Es sind dquivalent: |¢ <) =3 K[ Wispn wndh 12 8 = Kfat_\]tlc(a)zi(aU
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(a) a ist transzendent iiber K.

(b) eval, %st inj'ektiv.. | ) () /U,JZ@Q) rld Ao M%Kw\ U
(c) eval, induziert einen Isomorphismus K(X) — K(a). =/, ( g/ ) oy IS
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3.3.7 Bemerkung: Insbesondere sind Q(e) und Q(7) isomorph zu Q(X).




3.3.8 Proposition: Sei a algebraisch iiber K. Dann gilt:

(a) Kern(eval,) = (m,) fiir genau ein normiertes Polynom m, = m, x € K[X].

(b) m, ist das eindeutige normierte Polynom von minimalem Grad in Kern(eval,).

)
(c) m, ist das eindeutige irreduzible normierte Polynom f € K[X]| mit f(a) = 0.
)

(d) eval, induziert einen Isomorphismus

K[X]/(ma) = K(a), f+ (ma) — f(a).

(e) [K(a)/K] = deg(ma).

3.3.9 Definition: Das Polynom m, = m, x heisst das Minimalpolynom von a tiber K. Sein Grad heisst

auch der Grad von a tber K. - Q 0o) Y
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3.3.10 Beispiel: Die reelle Zahl w := cos ¥ ist algebraisch mit m,, o(X) = X*— %X—é und [Q(w)/Q] = 3.
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3.3.11 Bemerkung: Im Fall n := [K(a)/K] < oo ist jedes Element von K(a) gleich f(a) fir ein eindeu-
tiges Polynom f € K[X] vom Grad < n. Die Summe zweier solcher Elemente berechnet sich direkt, das
Produkt durch Division mit Rest als f(a)g(a) = r(a) fiir ¢,r € K[X] mit fg = gm,+r und deg(r) < n. Ist
f(a) # 0, so gilt ggT(f,my) ~ 1 in K[X]. Mit dem euklidischen Algorithmus findet man dann Polynome

u,v € K[X] mit uf+vm, = 1. Auswerten in a liefert dann die Gleichung u(a) f(a) = 1, also f(a)™' = u(a).

3.3.12 Beispiel: Fiir a 1= /2 ist maq(X) = X — 2 und & = =2,



