
Erinnerung:
Für jede Menge A von Punkten sei Kons(A) die Menge aller Schnittpunkte, die man durch iterierte

Anwendung dieser Operationen aus A konstruieren kann. Die Abstände d(P,Q) für alle Punkte P,Q 2
Kons(A) heissen die aus A konstruierbaren Längen. Die Winkel �PQR für alle paarweise verschiedenen

Punkte P,Q,R 2 Kons(A) heissen die aus A konstruierbaren Winkel. Unser Ziel ist es, die Menge Kons(A)

und die Menge aller aus A konstruierbaren Längen bzw. Winkel zu beschreiben.

Um dieses geometrische Problem zu algebraisieren, identifizieren wir die euklidische Ebene mit C mit dem

üblichen Abstand d(P,Q) := |P � Q|. Damit man überhaupt neue Punkte konstruieren kann, nehmen

wir an, dass A mindestens zwei verschiedene Punkte enthält. Durch Translation, Drehung und Streckung

reduzieren wir uns dann darauf, dass A mindestens die Punkte 0 und 1 enthält.

3.5.1 Satz: Dann ist Kons(A) der eindeutige kleinste Unterkörper K ⇥ C mit

(a) A ⇥ K.

(b) 8z 2 K : z 2 K.

(c) 8z 2 C : z2 2 K �! z 2 K.

Weiter gilt:

(d) Die aus A konstruierbaren Längen sind genau die Zahlen in Kons(A) \ R>0
.

(e) Die aus A konstruierbaren Winkel sind genau die � 2 R mit cos� 2 Kons(A).













3.5.2 Satz: Setze A := {a | a 2 A}. Dann ist Kons(A) die Vereinigung aller Körper L ⇥ C, für die ein

Körperturm der Form

L = Kn/ . . . /K1/K0 = Q(A [ A)

existiert mit [Ki/Ki�1] = 2 für alle 1 6 i 6 n.

3.5.3 Folge: Jedes Element von Kons(A) ist algebraisch über Q(A[A) und sein Grad über Q(A[A) ist

eine Zweierpotenz.





3.5.4 Satz: (Verdoppelung des Würfels) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel und Lineal, um die

Zahl
3
p
2 zu konstruieren.

3.5.5 Satz: (Dreiteilung des Winkels) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel und Lineal, um aus

einem beliebigen Winkel � den Winkel
�

3
zu konstruieren.

3.5.6 Satz: (Quadratur des Kreises) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel und Lineal, um aus einem

beliebigen Kreis mit Radius r > 0 den Kreisinhalt ⇥r2 zu konstruieren.


