: Wreny xi e .
Erinnerung:

Fiir jede Menge A von Pupkten sei Kons(A) die Menge aller Schnittpunkte, die man durch iterierte

Anwendung dieser ( Operationen aus A konstruieren kann. Die Abstdnde d(P, Q) fiir alle Punkte P,Q €
Kons(A) heissen die aus A konstruierbaren Léingen. Die Winkel S PQR fiir alle paarweise verschiedenen
Punkte P, Q, R € Kons(A) heissen die aus A konstruierbaren Winkel. Unser Ziel ist es, die Menge Kons(A)

und die Menge aller aus A konstruierbaren Léngen bzw. Winkel zu beschreiben.

Um dieses geometrische Problem zu algebraisieren, identifizieren wir die euklidische Ebene mit C mit dem
iiblichen Abstand d(P,Q) := |P — Q|. Damit man iiberhaupt neue Punkte konstruieren kann, nehmen
wir an, dass A mindestens zwei verschiedene Punkte enthilt. Durch Translation, Drehung und Streckung
reduzieren wir uns dann darauf, dass A mindestens die Punkte 0 und 1 enthélt.

3.5.1 Satz: Dann ist Kons(A) der eindeutige kleinste Unterkérpey.K C C mit

(a) ACK./
(b) Vze K: Z€ K.

(c) V2z€C: 2?€e K —z2€K.

Weiter gilt:

(d) Die aus A konstruierbaren Lingen sind genau die Zahlen in Kons(A) NR>°.

(e) Die aus A konstruierbaren Winkel sind genau die o € R mit cos o € Kons(A).
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3.5.2 Satz: Setze A := {a | a € A}. Dann ist Kons(A) die Vereinigung aller Kérper L C C, fiir die ein
Korperturm der Form

L=K,/...]Ki/Ky=Q(AUA)
existiert mit [K;/K; 1] = 2 fiir alle 1 <i < n.

3.5.3 Folge: Jedes Element von Kons(A) ist algebraisch iiber Q(A U A) und sein Grad iiber Q(A U A) ist

eine Zweierpotenz.
Res . xCUnrA)= W, e o, LF

o o Gt /i | Tienfie ) = Tegue ) - (e, /e, 7= 2"
2L

Qo o 3520 Lo x€ Vo (AL = Do D ko 0 € Us (B) oty jon, &,

xeW = Ky (x) < K,

s AU, | ebiA Lo f/./+/(}/P_
Ko = & (AR L Ve Kosle, pl G des S bt
Woom ®o (e, e £ ) wllegfu. N €2 22w der N7 ebheh

%ﬂﬂl’ k. dat, (_) e bbbl Jote lé’;: QTI‘:[%EL((}§
= KLEI'CC- Dnﬂ W K =l cle c e
I =W, L( cl. W c c le;

& R — T
LC) Lq Li-,
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3.5.4 Satz: (Verdoppelung des Wiirfels) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel und Lineal, um die
Zahl /2 zu konstruieren.

A:;D//lf_ =~ [@Ciﬁ)/@]fzﬁ ?\(E ét’&’“f{’(}/.
@LALRI= @

WD e

3.5.5 Satz: (Dreiteilung des Winkels) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel und Lineal, um aus

einem beliebigen Winkel o den Winkel ¢ zu konstruieren.
CLUCEDIgELL VVILEKC,,

T e x=tca=GlAcA) A A=lo )

kﬂu;:lcnig LA Tl AL . e Gt 2 S @
™ _
= [Q(«%)/a]=2 = aZéU )= 4775 =M bk,

3.5.6 Satz: (Quadratur des Kreises) Es gibt kein endliches Verfahren mit Zirkel und Lineal, um aus einem

— 2 - !

beliebigen Kreis mit Radius r > 0 den Kreisinhalt 7r? zu konstruieren.
) L v v

ONdl =1 ; A = éo(?f_
@(@uﬁ/: @
[@_[G}/C@]: 0 Jda V= /\m/y_usp/_ Ao T MNoretd = 2ud Yt e



