qu = gbuc—‘ﬂx_' q=pQw.

Erinnerung:

4.2.6 Propositidn: Sei R faktoriell, und sei {p; | i € I} ein Reprisentantensystem seiner Primelemente

unter Assoziiertheit.

(a) Jedes Element von R~ {0} kann man auf eindeutige Weise schreiben in der Form

fiir eine Einheit v € R* und Exponenten u; € Z>°, fast alle gleich 0.
(b) Fir a = u- [[;c;p" und b = v - [[ic, pi* mit u,v € R* gilgenau dann, wenn fiir alle 7 gilt

(c) !le! es Element von Quot(R) \ {0} kann man auf eindeutige Weise schreiben in der Form

fiir eine Einheit v € R* und Exponenten u; € Z, fast alle gleich 0.




4.3 Grosster gemeinsamer Teiler

Sei R faktoriell.

4.3.1 Proposition-Definition: Betrachte Elemente a4,...,a, € R.

(a) Ein Element b € R mit Vi: b|a; heisst ein gemeinsamer Teiler von ay, .

ey Q.

(b) Es existiert ein gemeinsamer Teiler b von ay, ..

., ap, so dass fiir jeden gemeinsamen Teiler ' von
ap, ..., a, gilt v'|b.

(c) Dieser grisste gemeinsame Teiler von ay, . .

jeden solchen mit ggT(ay, ..., a,):

Da der ggT nur eindeutig bis auf Assoziiertheit ist, sollte man ihn immer nur auf Assoziiertheit testen und
nicht auf Gleichheit

., Gy, ist eindeutig bis auf Assoziiertheit. Wir bezeichnen

\
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4.3.2 Proposition: Fiir alle aq,...,a,,x1,..., 2, € R gilt

ggT(CLl? s 7an) ~ ggT(ala <oy Qpy Z?:l xzaz)

rztm«.; N Foa e T«'ﬂ,— bn &5 2 delt -, LZXL'QL-
Mo i L A Wm TC-,QJ— a-he Lpl-&nﬂif\- Adle 526:11'_—‘/
e = =

4.3.3 Definition: Elementew mit ?57_(41/ . a“) = .

(a) ggT(ai,...,an) ~ 1 heissen teilerfremd. ?ﬁT (a/’/ Ldel, e Z"qu)
(b) ggT(a;,a;) ~ 1 fiir alle ¢ # j heissen paarweise teilerfremd. gl '
66 \44y) 2 T aet7 )

i

Reg.. 6,104 €0 4 kefd,
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4.3.4 Proposition-Definition: Betrachte Elemente a4, ..., a, € R.

(a) Ein Element b € R mit Vi: a;|b heisst gemeinsames Vielfaches von ay, . .., a,.

(b) Es existiert ein gemeinsames Vielfaches b von aq, ..., a,, so dass firr jedes gemeinsame Vielfache o

von ay, . .., a, gt b|v.

(c) Dieses kleinste gemeinsame Vielfache von ay, ..., a, ist eindeutig bis auf Assoziiertheit. Wir bezeich-

nen jedes solche mit kgV(ay, ..., a,).




4.3.5 Proposition: Fiir alle a,a4,...,a, € R gilt

geT(aay, ... aa,) ~ a-ggT(ay,...,a,),
kgV(aay,...,aa,) ~ a-kgV(a,..., a,).
‘ZA‘A«.._, S“""—O‘-—‘(ATP"LH’ w“%?( %T( l/,75..a JNT(' M;r‘c r-(alJcJB
T _’% L /7(

4.3.6 Proposition: Fir alle ay, a; € R gilt

geT(ay,as) - kgV(ay,az) ~ ay-as.

ﬂbw-.’f e O‘FO,I'J’ ‘:bT(a'/‘k—L)““’Ll u_A\‘jVCqI/aL)NO —l o . O ::0-0(2 \/
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I‘:JVL"//dLS ~ Z[l ﬂ\' L“ ﬁL ~ "J"qz .
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4.4 Hauptidealringe

4.4.1 Definition: Ein Integrititsbereich, in dem jedes Ideal ein Haupt_i@ heisst ein Hauptidealring.

S
4.4.2 Beispiel: Fiir jeden Korper K ist K[[X]] ein Hauptidealring. Genauer sind seine Ideale das Nullideal
(O) sowie die Ideale (X”) fiir alle n > 0. S: ki) e Pt
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4.4.3 Satz: Sei R ein Hauptidealring. j 2 KXo W:MS ,

(a) Jede aufsteigende Folge von Idealen ay C a; C ... wird stationér, das heisst, es existiert ng > 0 mit
a, = a,, fir alle n > ny. (Ein Ring mit dieser Eigenschaft heisst noethersch.)
. E W\'M\;; N oe,J‘LL&.,s
(b) Fiir jedes a € R \(5\ @ existiert ein Primelement p € R mit pla.
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4.4.4 Proposition: Ist R ein Hauptidealring, so gilt fiir alle a;,...,a, € R

(ggT(al, e ,an)) = (ag,...,a,).

Insbesondere existieren z4,...,x, € R mit

geT(ay,...,a,) = x101 + ... + Tpay,.
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4.4.5 Bemerkung: Nicht jeder faktorielle Ring ist ein Hauptidealring. Zum Beispiel ist fiir jeden Korper
K der Ring K[X, Y] faktoriell, aber sein Ideal (X, Y") ist kein Hauptideal. In diesem Fall ist ggT(X,Y") ~ 1,
aber (X,Y) # (1). Der ggT lésst sich hier nicht als Linearkombination von X und Y darstellen.




4.4.6 Satz: (Chinesischer Restsatz) Seien ay,...,a, paarweise teilerfremde Elemente eines Hauptideal-

(«.)
R/(ay---a,) — R/(a1) x...x R/(a,), )C L

v+ (a1 -a,) = (24 (a1),...,z+ (a,)). IZ,\,,&qu-q

Der élteste bekannte Beleg dieses Satzes ist eine mathematische Verdffentlichung in China im 5. Jahrhun-

rings R. Dann ist die folgende Abbildung ein Ring-Isomorphismus:

dert unserer Zeitrechnung. Gemass einer Legende benutzte ein chinesischer General den Satz fir R = Z,

um seine Soldaten zu zéhlen. Er liess sie in Reihen von a; := 19 aufstellen und erhielt den Rest 1, in Reihen

von ap := 17 mit dem Rest 14, sowie in Reihen von a3 := 12 mit dem Rest 1. Da er auch die ungeféhre
Grossenordnung wusste, konnte er die Gesamtzahl bestimmen, ndmlich 3193 gegenuber 19-17-12 = 3876.

—_—

Computeralgebrasysteme benutzen den chinesischen Restsatz, um eine Rechnung mit grossen Zahlen in Z
durch mehrere voneinander unabhéngige Rechnungen in endlichen Korpern F, = Z/pZ zu ersetzen. Je
nach Situation kann das den Rechenaufwand deutlich verringern; ausserdem eignet sich die Methode gut
fiir parallele Programmierung.



