Erinnerung:

Definition: Ein Integritatsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heisst ein Hauptidealring.

Satz: Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

4.4.6 Satz: (Chinesischer Restsalz) Seien aq,...,a, paarweise teilerfremde Elemente eines Hauptideal-
rings R. Dann ist die folgende Abbildung ein Ring-Isomorphismus:

R/(a1-+-a,) — R/(a1) X ...X R/(ay),
Crt(a-an) ;= (x—i-(al),...,x—i-(an)).}
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4.5 FEuklidische Ringe

4.5.1 Definition: Ein euklidischer Ring ist ein, Integritdtsbereich R zusammen mit einer Abbildung
L_d_‘_'____’_,_l
§: R~ {0} — Z*° so dass gilt

‘v’aER‘v’w: M a =bg+rund (r =0 oder 6(r) < &(b)).

Dieser Prozess heisst Division mit Rest, namlich Division von a durch b mit Quotient q und Rest r. Die
Funktion § misst die{Grosse oder Komplexitit, eines Elements.

4.5.2 Satz: Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.
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4.5.3 Beispiel: Der Ring Z ist euklidisch mit der Funktion é(a) := |al. g -2 = 4
" p g . (a) = | Ij
a) Seine Ideale sind genau die Ideale (n) = nZ fiir alle n > 0. — 1

(b) Die maximalen Ideale von Z sind die (p) fiir alle Primzahlen p, mit dem zugehorigen Restklassen-

Korper ) == Z/p1. |

Z . —
(c) Das einzige weitere Primideal von Z ist das Nullideal (0). {O] = &

(d) Die Einheitengruppe (Z/nZ)* besteht aus den Restklassen a+nZ fiir alle zu n teilerfremden Zahlen a.
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4.5.4 Beispiel: Fiir jeden Korper K ist K[X] euklidisch mit der Funktion &(f) := deg(f).
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4.5.5 Beispiel: Fiir eine natiirliche Zahl d > 1 ist der Ring Z[z\/a] euklidisch, bzw. ein Hauptidealring,
bzw. faktoriell genau dann, wenn d < 2 ist. Die Funktion 6(a +ivd-b) := a® + db* erfiillt dann die
gewiinschte Bedingung.
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4.5.6 Vorsicht: Nicht jeder Hauptidealring léasst sich zu einem euklidischen Ring machen. Zum Beispiel
ist Z [ - (1 +4v/163)] ein Hauptidealring, aber nicht euklidisch.



4.5.7 Euklidischer Algorithmus: Sei (R,d) euklidisch und betrachte Elemente a;,as € R, nicht beide
gleich Null. Wir setzen diese fort zu einer Folge aq,...,a, wie folgt. Ist das letzte konstruierte Element
a, gleich Null, so halte any Andernfalls benutze Division mit Rest und schreibe (@n-1 = GnGn + an+1\mit

|Ont1 = (, oder §(a,11) < d(ay).

4.5.8 Proposition: Dieser Algorithmus endet nach M@Aund fiir das letzte von Null

verschiedene Element a,, 1 gilt
am—1 ~ ggT(ay,az). |

B 4) RN > 2, -
)(Boj'\ 93‘[‘(0(9\/414-#1)/\/33-)-(4,,‘{_4 /ﬂh-{-z)\/

O

/V) 997 (4” 1.0)

A = dh415(vu eq TAun+2

Ay ~+ 2 :"}"q(,\ 4414‘_4 '71,.-64

Ap4

4.5.9 Bemerkung: Der euklidische Algorithmus produziert zusétzlich Elemente u,,v, € R mit a, =
vpag, fir alle n > 1, ndmlich durch (uy,v1) := (1,0) und (ug,v2) = (0,1) und (Upy1,Vns1) =
((Un—1 — UpGn, Vy_1 — Vg ) fiir alle n > 2. Fiir das letzte von Null verschiedene Element a,,_; Tiefert dies

eine Linearkombination
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4.5.10 Beispiel: (a) In Z ist ggT(2022,1959) ~ 3 = 311 - 2022 — 321 - 1959. l, ,)Vz)i: © 1)
) 4=2022 4 =435 Cazng)=(1~0,0 — 11
42022 = 18591+63 =41, -1
a :4f§§ﬂ—:63-‘|3+"§ h=3 (Atuve) = (O — 13" /]h_(d/;)_?/;)
- ={3-31+6 /
= 6—34} 32)

<(b) In Q[X]ist gg (X +1, X6 —1) ~ X3 +1=(X"+1)— (X?+ X?)(X°—1). )
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