
Erinnerung:
Definition: Ein Integritätsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heisst ein Hauptidealring.

Satz: Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

4.4.6 Satz: (Chinesischer Restsatz) Seien a1, . . . , an paarweise teilerfremde Elemente eines Hauptideal-

rings R. Dann ist die folgende Abbildung ein Ring-Isomorphismus:

R/(a1 · · · an) �! R/(a1)⇥ . . .⇥R/(an),

x+ (a1 · · · an) 7!
�

x+ (a1), . . . , x+ (an)
⇥

.







4.5 Euklidische Ringe

4.5.1 Definition: Ein euklidischer Ring ist ein Integritätsbereich R zusammen mit einer Abbildung

� : Rr {0} ! Z>0
, so dass gilt

8a 2 R 8b 2 Rr {0} : 9q, r 2 R : a = bq + r und (r = 0 oder �(r) < �(b)).

Dieser Prozess heisst Division mit Rest, nämlich Division von a durch b mit Quotient q und Rest r. Die

Funktion � misst die Grösse oder Komplexität eines Elements.

4.5.2 Satz: Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.



4.5.3 Beispiel: Der Ring Z ist euklidisch mit der Funktion �(a) := |a|.

(a) Seine Ideale sind genau die Ideale (n) = nZ für alle n > 0.

(b) Die maximalen Ideale von Z sind die (p) für alle Primzahlen p, mit dem zugehörigen Restklassen-

körper Fp := Z/pZ.

(c) Das einzige weitere Primideal von Z ist das Nullideal (0).

(d) Die Einheitengruppe (Z/nZ)� besteht aus den Restklassen a+nZ für alle zu n teilerfremden Zahlen a.

4.5.4 Beispiel: Für jeden Körper K ist K[X] euklidisch mit der Funktion �(f) := deg(f).



4.5.5 Beispiel: Für eine natürliche Zahl d > 1 ist der Ring Z[i
p
d] euklidisch, bzw. ein Hauptidealring,

bzw. faktoriell genau dann, wenn d 6 2 ist. Die Funktion �(a+ i
p
d · b) := a2 + db2 erfüllt dann die

gewünschte Bedingung.

4.5.6 Vorsicht: Nicht jeder Hauptidealring lässt sich zu einem euklidischen Ring machen. Zum Beispiel

ist Z
⇤

1
2 · (1 + i

p
163)

⌅

ein Hauptidealring, aber nicht euklidisch.



4.5.7 Euklidischer Algorithmus: Sei (R, �) euklidisch und betrachte Elemente a1, a2 2 R, nicht beide

gleich Null. Wir setzen diese fort zu einer Folge a1, . . . , an wie folgt. Ist das letzte konstruierte Element

an gleich Null, so halte an. Andernfalls benutze Division mit Rest und schreibe an⇥1 = anqn + an+1 mit

an+1 = 0 oder �(an+1) < �(an).

4.5.8 Proposition: Dieser Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten, und für das letzte von Null

verschiedene Element am⇥1 gilt

am⇥1 ⇤ ggT(a1, a2).

4.5.9 Bemerkung: Der euklidische Algorithmus produziert zusätzlich Elemente un, vn 2 R mit an =

una1 + vna2 für alle n > 1, nämlich durch (u1, v1) := (1, 0) und (u2, v2) := (0, 1) und (un+1, vn+1) :=

(un⇥1 � unqn, vn⇥1 � vnqn) für alle n > 2. Für das letzte von Null verschiedene Element am⇥1 liefert dies

eine Linearkombination

ggT(a1, a2) ⇤ am⇥1 = um⇥1a1 + vm⇥1a2.





4.5.10 Beispiel: (a) In Z ist ggT(2022, 1959) ⇤ 3 = 311 · 2022� 321 · 1959.

(b) In Q[X] ist ggT(X15 + 1, X6
� 1) ⇤ X3 + 1 = (X15 + 1)� (X9 +X3)(X6

� 1).


