4.6 Polynomringe

4.6.1 Proposition: Fiir jeden Integritéatsbereich R gilt R[X]|* = R*.
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Sei nun R ein faktorieller Ring mit Quotientenkdrper K. Fiir zwei Elemente a,b € K* schreiben wir a ~ b

genau dann, wenn 2 € R* ist. Fiir Elemente von R\ {0} stimmt dies mit der Definition aus §4.1 iiberein.
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4.6.2 Definition: (a) Der Inhalt eines Polynoms f(X) =Y " ja; X" € R[X] ~ {0} ist

I(f) = geT(ag,...,a,) € R~ {0}. @iﬁ. 9 K18 Pl ]
Lolalt ~ 2.

(b) Ein Polynom f € R[X]~ {0} mit I(f) ~ 1 heisst primitiv.

4.6.3 Lemma: Fiir alle f € R[X] \ {0} und @ € R~ {0} gilt:

(a) ﬁ ist ein primitives Element von R[X] ~\ {0}.
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4.6.4 Lemma: Der Inhalt setzt sich fort zu einer Abbildung K[X] {0} — K*, f + I(f) mit denselben

Eigenschaften fiir alle f € K[X] \ {0} und a € K*. RN ng,L T (f) _ = (SfJ?T
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4.6.5 Lemma: Fiir jedes f € K[X] ~\ {0} gilt f € R[X]| < I(f) € R.
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4.6.6 Gauss-Lemma: Fiir alle f,g € K[X]|~ {0} gilt I(fg) ~ I(f)-I(g).
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4.6.7 Satz: (a) Jedes Primelement von R ist ein Primelement von R[X].
(b) Jedes primitive Polynom in R[X] \ {0}, das in K[X] prim ist, ist prim in R[X].
(c) Jedes Primelement von R[X] ist eines der obigen.
(d) Der Ring R[X] ist faktoriell.
Al S AaRre s
e o+ (o €L prann 0 'Z/& .:ka'{'r‘né ) O~ o kLK)
el (o) PEE e 3 = ,zcz%/,,mj 2 (R4r)[K] Adgplitiens SR ’
X
[5(1 = éQCK’J .
£ e ed i KLK) owed . = 7E O °;¢K 9
= je—ac—%—]—%:qr.f g« RO], A £=6/ o Py 2 £ ‘{”f'm L‘?
R gqe el wr ql¢g L Tame T ke
oy e Cyd.
Lo B g% 0 AL Flerld vl 2 1143 g e k()
o WUSKT] wed . =8 olf Hu 011% L w )l Lo ofdR ’(l{; ~ —— '
1 e )= Tleq) ~ T)-Tl) = R.>T(r) - (b) = \erly).
f*otéL*D/“‘”Q J.(f““’ T -

= qlp wrld A s

G O
GO > O .

/I Cﬂl«. ﬂ( {:—-'—.‘AHV‘.

q s el \,{‘..: «
. . L TEd
() S peRLdviey KD Nechloty = fliccll -
Spu0. P=a i qu e ] p.d @ ' T (& ) L
= il 7 RoT(fl~ b Tlggy) -0 v
= ;.P :(ﬂ.z_]li‘(q;))- Lol — —<
e Y T T, ) = \e R sl ) e P\e/a
O N Bl bt e =
- 0q (b A . :
wnnly L o et



Cc) £€-p-c)43 I\A-_-u—\ (_é('& f:ul’;)l A L,qul ZA .

4.6.8 Folge: Ein primitives Polynom in R[X] ist irreduzibel in R[X] genau dann, wenn es irreduzibel
in K[X] ist. (o ot 20|

4.6.9 Folge: Fiir jedes normierte Polynom in R[X] liegt jede Nullstelle in K schon in R.
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4.6.10 Satz: Fiir jeden faktoriellen Ring R und jedes n > 0 ist R[X1,..., X,] faktoriell. Insbesondere ist
fir jeden Korper K der Ring K[X, ..., X,] faktoriell.
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4.6.11 Beispiel: Fiir jeden Korper K ist X® — Y irreduzibel in K[X,Y].
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