
4.6 Polynomringe

4.6.1 Proposition: Für jeden Integritätsbereich R gilt R[X]� = R�
.

Sei nun R ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper K. Für zwei Elemente a, b 2 K�
schreiben wir a � b

genau dann, wenn
b
a
2 R�

ist. Für Elemente von Rr {0} stimmt dies mit der Definition aus §4.1 überein.

4.6.2 Definition: (a) Der Inhalt eines Polynoms f(X) =
Pn

i=0 aiX
i 2 R[X]r {0} ist

I(f) := ggT(a0, . . . , an) 2 Rr {0}.

(b) Ein Polynom f 2 R[X]r {0} mit I(f) � 1 heisst primitiv.

4.6.3 Lemma: Für alle f 2 R[X]r {0} und a 2 Rr {0} gilt:

(a)
f

I(f) ist ein primitives Element von R[X]r {0}.

(b) I(af) � a · I(f).



4.6.4 Lemma: Der Inhalt setzt sich fort zu einer Abbildung K[X]r {0} ! K�
, f 7! I(f) mit denselben

Eigenschaften für alle f 2 K[X]r {0} und a 2 K�
.

4.6.5 Lemma: Für jedes f 2 K[X]r {0} gilt f 2 R[X] , I(f) 2 R.

4.6.6 Gauss-Lemma: Für alle f, g 2 K[X]r {0} gilt I(fg) � I(f) · I(g).





4.6.7 Satz: (a) Jedes Primelement von R ist ein Primelement von R[X].

(b) Jedes primitive Polynom in R[X]r {0}, das in K[X] prim ist, ist prim in R[X].

(c) Jedes Primelement von R[X] ist eines der obigen.

(d) Der Ring R[X] ist faktoriell.



4.6.8 Folge: Ein primitives Polynom in R[X] ist irreduzibel in R[X] genau dann, wenn es irreduzibel

in K[X] ist.

4.6.9 Folge: Für jedes normierte Polynom in R[X] liegt jede Nullstelle in K schon in R.

4.6.10 Satz: Für jeden faktoriellen Ring R und jedes n > 0 ist R[X1, . . . , Xn] faktoriell. Insbesondere ist

für jeden Körper K der Ring K[X1, . . . , Xn] faktoriell.

4.6.11 Beispiel: Für jeden Körper K ist X3
⇥ Y 5

irreduzibel in K[X, Y ].




