
4.7 Irreduzibilitätskriterien

Betrachte einen faktoriellen Ring R und ein Primelement p. Der Reduktionshomomorphismus R ⇣ R/(p),
a 7! a := a+ (p) induziert einen Homomorphismus

R[X] ⇣ (R/(p))[X], f =
P

0 aiX
i 7! f :=

P
0 aiX

i.

Insbesondere gilt für alle f, g 2 R[X] die Gleichung (fg) = f · g.

4.7.1 Proposition: Jedes primitive Element f 2 R[X] r {0} mit deg(f) = deg(f) und f irreduzibel ist
selbst irreduzibel.

4.7.2 Beispiel: Das Polynom X5 + 2X2 + 1 2 Z[X] ist irreduzibel. (Benutze p = 3.)



4.7.3 Beispiel: Das Polynom X4+3X3
−X2+1 2 Z[X] ist irreduzibel. (Benutze p = 5. Aliter: Untersuche

die Reduktionen bei p = 2 und p = 3 und vergleiche Grade.)

4.7.4 Satz: (Eisenstein-Kriterium) Sei f(X) =
Pn

i=0
aiX

i 2 R[X] primitiv mit n > 1 und p - an und
8i < n : p|ai und p2 - a0. Dann ist f irreduzibel.



4.7.5 Beispiel: Das Polynom Xn
− 2 2 Z[X] ist irreduzibel für jedes n > 1.

4.7.6 Beispiel: Für jedes n > 1 ist das Polynom Xn + Y n + Zn 2 C[X, Y, Z] irreduzibel.

4.7.7 Proposition: Für jede Primzahl p ist das p-te Kreisteilungspolynom

Φp(X) := 1 +X + ...+Xp−1 =
Xp

− 1

X − 1

in Z[X] irreduzibel.



4.7.8 Satz: (Kronecker) Es existiert ein Algorithmus, der jedes Polynom in beliebig vielen Variablen über
Z oder Q in irreduzible Faktoren zerlegt.


