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Aufgabe 1.1.
Man erinnert sich an die Definition einer offener Menge:

Fine Menge Q2 C R™ heisst offen, falls fir jeden Punkt xo € 2 dr > 0 s. d.
B, (xg) =={z € R": |z — x| <1} C Q.
(a) Beweise die folgenden Eigenschaften offener Mengen:
i) @, R" sind offen;
11) Ql, QQ - R"™ offen = Ql N QQ offen;
iii) Q; CR" offen Vi € I = |J
Zudem erinnert man sich daran:
eine Menge A C R™ heisst abgeschlossen, falls R™ \ A offen ist.

(b) Beweise die folgenden Eigenschaften abgeschlossener Menge:

ser $2 offen (hier ist I eine beliebige Indexmenge).

i) @, R" sind abgeschlossen;
ii) Aj, Ay € R™ abgeschlossen = A; U Ay abgeschlossen;
iii) A; € R™ abgeschlossen Vi € I = )
beliebige Indexmenge).

;er Ai abgeschlossen (hier ist / nochmals eine
Aufgabe 1.2.

(a) Zeige, dass der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen im Allgemeinen nicht offen
ist.

(b) Zeige, dass die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen im Allgemeinen
nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe 1.3.

(a) Sei A eine fixe Teilmenge von X. Bestimme die von {A} erzeugte o-Algebra von Teil-
mengen von X.

(b) Sei X unendlich. Sei
A={AC X :Aoder A ist endlich}.

Zeige, dass A eine Algebra ist, aber keine o-Algebra.
(c) Sei X iiberabzihlbar!. Sei

S ={FE C X : E oder E¢ ist hochstens abzdhlbar}.

Zeige, dass S eine o-Algebra ist und dass § von den einpunktigen Teilmengen von X erzeugt
wird.

!Eine Menge ist genau dann iiberabzihlbar, wenn ihre Kardinalitit (die bei endlichen Mengen der Anzahl
der Elemente entspricht) grosser ist als die der Menge der natiirlichen Zahlen.
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Aufgabe 1.4.
Es seien X und Y Mengen und f: X — Y sei eine Abbildung.

(a) Wenn B eine o-Algebra auf Y ist, zeige, dass
{f/(B): E € B}

eine o-Algebra auf X ist.
(b) Wenn A eine o-Algebra auf X ist, zeige, dass

{EcY:fY(F)ec A}

eine o-Algebra auf Y ist.

Aufgabe 1.5.
Sei X eine Menge sowie {A,,}2°, eine Familie von Teilmengen von X.

(a) Beweise die folgenden Gleichungen:

limsupAn:{xeX‘VNZl,EInzN:xEAn}

n—-+4o0o

liminf A, = {z € X [IN=1,¥n=N:ze A,

n—-+00

(b) Beweise die Inklusion liminf A,, C limsup A,,.

(c) Es sei X = {1,2,...,6}N und A,, = {(z,)%>, € X | x,, = 6}. Interpretiert man X als
die Menge aller moglichen Ergebnisse, wenn man einen Wiirfel unendlich oft wirft, und A,,
als die Teilmenge derjenigen Ergebnisse, bei denen der m-te Wurf eine 6 ist, wie kann man
limsup A,, und liminf A,, interpretieren?

Aufgabe 1.6.
Sei p1 ein Mass auf der Menge X, und sei {A,,}7°, eine Folge von Teilmengen von X, sodass

Z (4, < oo.

Betrachte die Menge

E ={x € X : z liegt in A,, fiir unendlich viele n} = limsup A,.

n—-+4o0o

Zeige, dass u(F) = 0.
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