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Aufgabe 3.1.
Sei µ ein Mass auf X sowie A ⊂ X, sodass µ(A) < ∞. Sei ferner {Aj}j∈N eine abzählbare
Familie von µ-messbaren Teilmengen von X mit Aj ⊂ A für alle j. Zudem gelte µ(Aj) ≥
c0 > 0 für alle j ∈ N. Beweise:

µ
(

lim sup
j→∞

Aj

)
≥ c0.

Aufgabe 3.2.
Sei λ das Lebesgue-Mass auf R. Sei E ⊂ [0, 1] eine Lebesgue-messbare Menge mit positivem
Lebesgue-Mass, also λ(E) > 0. Zeige, dass für jedes δ, 0 ≤ δ ≤ λ(E), eine messbare
Teilmenge von E existiert, sodass diese Teilmenge exakt das Mass δ hat.

Hinweis: Betrachte die Funktion, welche jedem t ∈ [0, 1] das Mass von [0, t] ∩ E zuordnet.
Ist diese Funktion stetig?

Aufgabe 3.3.
Sei

A := {A ⊂ Rn | A ist Vereinigung endlich vieler disjunkter Intervalle}

die Algebra der Elementarfiguren in Rn. Zeige, dass die Volumen-Funktion vol aus der
Vorlesung1 auf den Elementarfiguren ein Prämass definiert.

Bemerkung : Für ein Intervall I = I1 × . . .× In in Rn ist das Volumen durch

vol(I) =
n∏

k=1

vol(Ik)

gegeben, wobei vol(Ik) die Länge des eindimensionalen Intervalles Ik ist.

Aufgabe 3.4.
Sei X eine beliebige Menge mit mehr als ein Element und betrachte das Mass µ : P(X) →
[0,+∞] gegeben durch:

µ(A) =

{
1 falls A 6= ∅
0 sonst

Gib ein Beispiel einer nicht µ-messbaren Teilmenge.

1Definition 1.3.1 im Skript.
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