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Aufgabe 8.1.
Beweise das erste Prinzip von Littlewood: Sei p ein Radon-Mass auf R” und £ C R" eine
p-messbare Menge mit p(F) < oo. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine Elementarfigur F' mit
uW(EAF) < e.

Aufgabe 8.2.
Es seien fi: R® — R L"-messbare Funktionen (k € N). Es gelte:

L{x | | fe(w) = frm ()] > 275} <27

fiir alle & € N. Zeige: Der Limes klim fr(z) existiert fast iiberall.
—00

Aufgabe 8.3.

Es sei f eine endliche, y-messbare Funktion, und ( fx)ren eine Folge u-messbarer Funktionen
mit folgender Eigenschaft: Jede Teilfolge (fx;);en enthélt eine weitere Teilfolge, die im Mass
1 gegen [ konvergiert.

(a) Zeige, dass die gesamte Folge (fx)ren im Mass p gegen f konvergiert.

(b) Zeige, dass die analoge Aussage nicht gilt, wenn man Masskonvergenz durch punktweise
Konvergenz p-fast iiberall ersetzt.

Aufgabe 8.4.

Gegenbeispiel zu € = 0 im Satz von Lusin: Finde ein Beispiel einer £!-messbaren Funktion
f:[0,1] = R, sodass fiir alle £'-messbaren Mengen M C [0,1] mit £}(M) = 1 gilt, dass die
Einschréankung f|y; : M — R unstetig in allen bis auf endlich viele Punkten von M ist.
Hinweis: Man darf die Existenz einer Lebesgue-messbaren Teilmenge A C [0, 1] verwenden,
mit der Eigenschaft, dass fiir alle nicht-leeren, offenen U C [0, 1] gilt:

LY UNA)-LY(U N A% > 0.
Eine solche Menge A lasst sich mit Hilfe der Cantor-Menge konstruieren.

Aufgabe 8.5.

Gegenbeispiel zu 6 = 0 im Satz von Egoroff: Finde ein Beispiel einer Folge von £!-messbaren
Funktionen f : [0,1] — R, die fast iiberall punktweise gegen eine £'-messbare (und £'-fast
iiberall endlich) Funktion f konvergiert, aber fiir jedes kompakte F C [0,1] mit L1(F) =
£1([0,1]) ist die Konvergenz auf F' nicht gleichméssig.

Aufgabe 8.6.
Sei p ein Mass auf R", Q C R™ eine p-messbare Menge und f : Q — [0, oo] eine p-messbare
Funktion. Betrachte die Mengen A; C € aus Satz 2.2.6 im Skript, die so definiert sind,
sodass die Folge von Funktionen
k
Je = Z %XAj
j=1

punktweise gegen f konvergiert. Falls f beschrankt ist, zeige, dass fi gleichméssig gegen f
konvergiert, d.h.

sup |f(x) — fr(z)| — 0 fir k& — oc.
€N
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