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Aufgabe 9.1.

In dieser Aufgabe beweisen wir die Linearitat, Monotonie und Wohldefiniertheit des Integrals
fiir simple Funktionen wie in Skript, Def. 3.1.2 und Def. 3.1.3. Diese Aussagen sind wichtig,
um die entsprechenden Eigenschaften des allgemeinen Integrals zu beweisen.

Bemerkung. In dieser Aufgabe nehmen wir an, dass alle gegebenen simplen Funktionen
wenigstens p-integrierbar sind.

(a) Seien f, g zwei pu-messbare simple Funktionen mit Werten {a,}nexy und {b, }nen in R,
sieche Def. 3.1.1 im Skript. Zeige, dass p-messbare, disjunkte Mengen (A, )nen, (Bn)nen

existieren, sodass:
F= anxa, 9= buxs,,
n n

und zeige, dass man die Menge und Werte so wahlen kann, dass A,, = B, fiir alle n € N.

(b) Zeige, dass wenn f = 3" a,Xa,, wobei {a,}nen C R eine Folge von Werten (nicht
notwendigerweise verschieden) und {A, },en eine Folge paarweise disjunkter, p-messbarer

Teilmengen, dann:
/fdp = Z%M(An)-

neN

(c) Seien f, g p-messbare simple Funktionen, sodass f < g p-fast iiberall. Dann gilt:

[ fan< [ gin

(d) Seien f,g p-integrierbare simple Funktionen und a,b € R. Zeige, dass af + bg eine
p-integrierbare simple Funktion ist und:

/(af+bg)d,u=a/fdu+b/gdp.

(e) Sei f eine p-integrierbare simple Funktion. Zeige:

Z fp = 7fdu ~ [ fan.

wobei das letzte Integral als das Integral fiir simple Funktionen wie in Def. 3.1.2/3.1.3 zu
verstehen ist.

Aufgabe 9.2.

(a) Sei {fk}ren eine Folge von p-messbaren Funktionen auf einer p-messbaren Menge €2 C
R™. Zeige, dass die Reihe ), | fy(z) p-fast iiberall absolut konvergiert, wenn

Z/|fk:|d#< 0.
k=1 "%
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(b) Sei {ry} eine Abzéhlung von QN [0, 1]; (ax)ken C R, fiir die Y, aj absolut konvergent
ist. Zeige, dass dann Y r, aglr — rg|7/? absolut konvergent ist fiir (Lebesgue-)fast alle
x €[0,1].

Aufgabe 9.3.
Finde ein Beispiel einer stetigen, beschrankten Funktion f : [0, 00) — R mit asymptotischem
Verhalten lim, _,, f(z) = 0, fiir die

JAECREEES

fiir alle p > 0.

Aufgabe 9.4.
Seien f,g: € — R p-summierbare Funktionen und es gelte:

/fduﬁ/gdu,
A A

fiir alle y-messbaren A C ). Zeige, dass f < g p-fast iiberall. Folgere daraus, dass wenn:

/Afduz/Agdu,

fiir alle g-messbaren A C €2, dann gilt f = g u-fast iiberall.

Aufgabe 9.5. -
Wir schreiben f,,: R — R fiir Lebesgue-messbare Functionen. Gib Beispiele zu den folgenden
Aussagen:

(a) fn — 0 gleichmassig, aber es gilt nicht [ |f,|dz — 0.
(b) fn — 0 punktweise und im Mass, aber weder f,, — 0 gleichméssig, noch [ |f,|dz — 0.
(¢) fn — 0 punktweise, aber nicht im Mass.

Aufgabe 9.6.
Sei f: Q2 — [0, 00] eine p-messbare Funktion. Beweise die folgende Aussagen:

(a) Wenn [, fdpu = 0, dann ist f = 0 p-fast iiberall.
(b) Wenn [, fdu < +oo, dann ist f < 400 p-fast iiberall.

2/2



