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Aufgabe 10.1.
Sei f : Ω → R eine µ-summierbare Funktion und Ω1 ⊆ Ω eine µ-messbare Teilmenge. Zeige,
dass f1 := f |Ω1

und fχΩ1 µ-summierbar auf Ω1 bzw. Ω sind, und dass die Gleichung∫
Ω1

f1 dµ =

∫
Ω

f χΩ1dµ

gilt.

Aufgabe 10.2.
Zeige, dass wenn f : Ω → R eine µ-addierbare Funktion ist und Ω1 ⊆ Ω eine Teilmenge mit
µ(Ω1) = 0 ist, dann ist ∫

Ω1

f dµ = 0.

Aufgabe 10.3.
Durch Anwendung des Satzes von Lebesgue mit dem Zählmass auf N, zeige:

lim
n→∞

n
∞∑
i=1

sin

(
2−i

n

)
= 1.

Aufgabe 10.4.
Sei λ das Lebesgue Mass auf R und f eine nicht negative, integrierbare Funktion auf (R, λ).
Zeige, dass die folgende Gleichung für das Lebesgue Integral gilt:∫

R
fdλ =

∫ +∞

0

λ({f > s})ds.

Hinweis: Zeige die Gleichung zuerst für den Fall, wenn f eine einfache Funktion ist. In
diesem Fall wird eine Skizze von f und der Funktion s 7→ λ({f > s}) weiterhelfen. Inter-
pretiere beide Seiten im Hinblick auf die Definition des Lebesgue Masses.

Aufgabe 10.5.
Sei fn : [0, 1] → R, n ∈ N, gegeben durch:

fn(x) =
n
√
x

1 + n2x2
.

Zeige, dass

(a) fn(x) ≤ 1√
x
auf (0, 1] für alle n ≥ 1;

(b) lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = 0.

Aufgabe 10.6.
Sei Ω ⊆ Rn eine µ-messbare Menge mit µ(Ω) < +∞ und sei {fj} eine Folge µ-summierbarer
Funktionen fj : Ω → R, die gleichmässig gegen f konvergiert. Beweise, dass f µ-summierbar
ist und dass

lim
j→∞

∫
Ω

fj dµ =

∫
Ω

f dµ

gilt.
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