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Aufgabe 11.1.
Berechne den Grenzwert

lim
n→∞

∫ +∞

a

n

1 + n2x2
dx

für a ∈ R.

Hinweis: arctanx ist eine Stammfunktion von 1
1+x2 .

Aufgabe 11.2.
Seien µ ein Radonmass auf Rn, Ω ⊂ Rn eine µ-messbare Menge und f : Ω→ [0,+∞] eine µ-
summierbare Funktion. Für alle µ-messbare Teilmenge A ⊂ Ω, definieren wir (siehe Sektion
3.5 in dem Skript)

ν(A) =

∫
A

fdµ.

Beweise die folgenden Aussagen:

(a) ν ist ein Prämass auf der σ-Algebra der µ-messbaren Mengen, daher definieren wir seine
Carathéodory-Hahn Erweiterung ν : P(Ω)→ [0,+∞].

(b) ν ist ein Radonmass.

(c) ν ist bezüglich µ absolut stetig.

Aufgabe 11.3.

(a) Sei f : [a,+∞)→ R eine lokal beschränkte und lokal uneigentlich Riemann-integrierbare
Funktion. Dann ist f genau dann L1-summierbar, wenn f abslout Riemann-integrierbar
nach der generalisierte Bedeutung ist (d.h., R

∫∞
a
|f(x)|dx = limj→∞R

∫ j

a
|f(x)|dx existiert

und ist endlich). In diesem Fall haben wir∫
[a,+∞)

f(x)dL1 = R
∫ ∞
a

f(x)dx = lim
j→+∞

R
∫ j

a

f(x)dx.

(b) Sei f : [0,+∞)→ R die Funktion f(x) = sinx
x

, die lokal beschränkt und lokal uneigentlich
Riemann-integrierbar ist. Zeige, dass f Riemann-integrierbar und nicht absolut Riemann-
integrierbar ist, d.h., R

∫∞
0
f(x)dx < +∞ aber R

∫∞
0
|f(x)|dx = ∞. Daher ist f nicht

L1-summierbar.

Aufgabe 11.4.
Finde eine Folge {fn}n∈N von Funktionen fn : [0, 1]→ R, so dass

• fn ist uneigentlich Riemann-integrierbar und fn ≤ fn+1;

• {fn}n∈N konvergiert punktweise gegen eine Funktion f , die NICHT uneigentlich Riemann-
integrierbar ist.

Prüfe, dass Beppo Levi Satz für diese Folge hält.
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Aufgabe 11.5.

(a) Seien µ ein Radonmass auf Rn und Ω ⊂ Rn eine µ-messbare Menge. Betrachte eine
Funktion f : Ω× (a, b)→ R, für ein Interval (a, b) ⊂ R, so dass:

• die Funktion x 7→ f(x, y) ist µ-summierbar für alle y ∈ (a, b);

• die Funktion y 7→ f(x, y) ist in (a, b) differenzierbar, für alle x ∈ Ω;

• es gibt eine µ-summierbare Funktion g : Ω → [0,∞], so dass supa<y<b|∂f∂y (x, y)| ≤ g(x)
für alle x ∈ Ω.

Dann ist y 7→
∫

Ω
f(x, y)dµ(x) in (a, b) differenzierbar mit

d

dy

(∫
Ω

f(x, y)dµ(x)

)
=

∫
Ω

∂f

∂y
(x, y)dµ(x)

für alle y ∈ (a, b).

(b) Berechne das Integral

φ(y) :=

∫
(0,∞)

e−x
2−y2/x2

dL1(x)

für alle y > 0.

Hinweis: Benutze Teil (a), um zu erhalten, dass φ das folgende Cauchy-Problem erfüllt:{
φ′(y) = −2φ(y) for y > 0

limy→0+ φ(y) =
√
π/2.

Aufgabe 11.6.
Seien µ ein Radonmass auf Rn, Ω ⊂ Rn eine µ-messbare Menge mit µ(Ω) < +∞ und
f, fk : Ω→ R µ-messbare Funktionen.

(a) Zeige, dass der Satz von der dominierten Konvergenz aus dem Satz von Vitali folgt.

(b) Seien Ω = [0, 1] und µ = L1. Gib ein Beispiel an, in dem der Satz von Vitali angewendet
werden kann, aber der Satz von der dominierten Konvergenz nicht, d.h., eine dominierende
Funktion existiert nicht.

Hinweis: Betrachte die Funktionen fk
n(x) = χ[ k−2n

2n
, k+1−2n

2n
)(x).
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