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Prof. Francesca Da Lio Serie 11 HS 2022

Aufgabe 11.1.

Berechne den Grenzwert
+oo n

B A
fiir a € R.

Hinweis: arctan z ist eine Stammfunktion von #

Aufgabe 11.2.

Seien p ein Radonmass auf R”,  C R™ eine p-messbare Menge und f: 2 — [0, +-00] eine p-
summierbare Funktion. Fiir alle g-messbare Teilmenge A C (2, definieren wir (siehe Sektion
3.5 in dem Skript)

V(A) = /A fdu.

Beweise die folgenden Aussagen:

(a) v ist ein Prémass auf der o-Algebra der p-messbaren Mengen, daher definieren wir seine
Carathéodory-Hahn Erweiterung v: P(£2) — [0, +o0].

(b) v ist ein Radonmass.

(c) v ist bezliglich p absolut stetig.

Aufgabe 11.3.

(a) Sei f: [a,4+00) — R eine lokal beschriankte und lokal uneigentlich Riemann-integrierbare
Funktion. Dann ist f genau dann L'-summierbar, wenn f abslout Riemann-integrierbar
nach der generalisierte Bedeutung ist (d.h., R [7|f(2)|dz = lim;_, R [7|f(x)|dx existiert
und ist endlich). In diesem Fall haben wir

/ f(z)dL' = R/oo f(z)dz = lim R : f(z)dz.
[a,+0) a

J—+oo a

(b) Sei f: [0, 4+00) — R die Funktion f(x) = 22 die lokal beschrinkt und lokal uneigentlich

x
Riemann-integrierbar ist. Zeige, dass f Riemann-integrierbar und nicht absolut Riemann-

integrierbar ist, d.h., R [;° f(z)dz < +oo aber R [[°|f(z)|dz = oo. Daher ist f nicht
L'-summierbar.

Aufgabe 11.4.
Finde eine Folge { f,}nen von Funktionen f, : [0,1] — R, so dass

e f, ist uneigentlich Riemann-integrierbar und f,, < f,11;

e { /.. }nen konvergiert punktweise gegen eine Funktion f, die NICHT uneigentlich Riemann-
integrierbar ist.

Priife, dass Beppo Levi Satz fiir diese Folge halt.
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Aufgabe 11.5.

(a) Seien p ein Radonmass auf R™ und  C R" eine pu-messbare Menge. Betrachte eine
Funktion f: Q x (a,b) — R, fiir ein Interval (a,b) C R, so dass:

e die Funktion = — f(x,y) ist p-summierbar fiir alle y € (a,b);
e die Funktion y — f(z,y) ist in (a, b) differenzierbar, fiir alle x € ;

e es gibt eine p-summierbare Funktion ¢g: © — [0, 0], so dass supa<y<b|g—§(x,y)| < g(x)
fiir alle x € Q2.

Dann ist y — [, f(z,y)du(z) in (a,b) differenzierbar mit
d rof
([ = [ L

(b) Berechne das Integral

fir alle y € (a,b).

oy) = / eV 4L (o)
(0,00)

fir alle y > 0.
Hinweis: Benutze Teil (a), um zu erhalten, dass ¢ das folgende Cauchy-Problem erfiillt:

' (y) = —26(y) for y >0
limy_>0+ ng(y) = ﬁ/?

Aufgabe 11.6.
Seien g ein Radonmass auf R", 2 C R" eine p-messbare Menge mit w1(2) < 400 und
fs fr : © = R p-messbare Funktionen.

(a) Zeige, dass der Satz von der dominierten Konvergenz aus dem Satz von Vitali folgt.

(b) Seien 2 = [0, 1] und p = L. Gib ein Beispiel an, in dem der Satz von Vitali angewendet
werden kann, aber der Satz von der dominierten Konvergenz nicht, d.h., eine dominierende
Funktion existiert nicht.

Hinweis: Betrachte die Funktionen f*(z) = X[k;ir%”7k+%;2")(x).

2/2



