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Aufgabe 12.1.
Das Ziel dieser Ubung ist das folgende Riemannsche Integral zu berechnen:
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(a) Zeige, dass die Funktion & : (0,00) — R,

O (1) :/ e_msmxdx,
0

T

wohldefiniert und iiberall differenzierbar ist.
(b) Berechne ®'(t) fiir t € (0, 00).

(c) Berechne ®(t) fiir ¢t € (0, 00).

(d) Zeige, dass die Konvergenz
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gleichmassig beztiglich ¢t > 0 ist.

Hinweis: Dieser Teil ist technisch schwieriger. Es ist falsch, dass faoo |e_t“i%‘ dz gegen 0
gleichmassig konvergiert. Um die obige gleichmassige Konvergenz zu sehen, muss man die
Aufhebungen des Integrals benutzen. Eine Moglichkeit ist zu sehen, dass die Summe
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gegen 0 gleichmassig beziiglich ¢ > 0 wenn m — oo konvergiert.

(e) Folgere den Wert des Integrals daraus:

/ sinx do — E.
0 x 2
Aufgabe 12.2.

Sei 1 < p < oo, und sei f € LP(R™) eine gleichméssig stetige Funktion. Zeige:

lim ¢(z)=0.

|z|—o00

Aufgabe 12.3.
Seien 1 ein Radonmass auf R™ und 2 C R" eine pu-messbare Menge.

(a) (Verallgemeinerung — Holdersche Ungleichung) Betrachte 1 < py,...,pr < oo, so dass
1 — S 'L < 1. Fiir Funktionen f; € LP/(Q, p) mit i = 1,...,k, zeige, dass Hle fi €

=1 p;

L™ (€, ) und

k k
117 <TIIIfille
i=1 Lr i=1
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(b) Falls p(§2) < 400, zeige, dass L*(2, u) C L7 (Q, p) fiir alle 1 <r < s < 400.

(c) Beweise, dass L*(2, 1) eine echte Teilmenge von L"(Q, p) fiir alle 1 <r < s < 4+o00. d.h.,
in Teil (b) haben wir keine Gleichheit.

Aufgabe 12.4.

Seien p ein Radonmass auf R™ und © C R" eine p-messbare Menge mit 1(2) < +oo.
Betrachte eine Funktion f: Q — R, so dass fg € L*(Q, u) fiir alle g € LP(Q, ). Zeige, dass
f e LiQ, ) fir alle g € [1,p), wobei p/ = ]% der zu p konjugierte Exponent ist.

Aufgabe 12.5.
Seien 1 ein Radonmass auf R™ und 2 C R" eine p-messbare Menge.

(a) Zeige, dass jede Funktion f € () LP(Q, ) mit suppen || fllze < +oo in L®(, p)
enthalten ist.

peEN*
Hinweis: Benutze die Tschebyscheff-Ungleichung.
(b) Falls u(92) < 400, zeige, dass fur alle f wie in Teil (a) || ||z~ = lim || f]|z» gilt.
p—00
(c) Finde eine Funktion f € () oy LP(Q, p), wobei pu(2) < 400, so dass f & L>(Q, u), d.h.,

zeige, dass das Ergebnis von Teil (a) ohne die Annahme sup || f||z» < 400 nicht zutrifft.
peN

Aufgabe 12.6.
Sei (Znm) (nmyenz C [0, +00] eine Folge von N? indiziert. Zeige, dass:

0o oo 00 oo
§ Tnm = E E Tnm = E § Tnm-
(n,m)€EN? n=0 m=0 m=0 n=0

Bemerkung. Fir eine Folge (24)aca C [0, +00] mit einer beliebigen Indexmenge A, definieren

wir
E Ty 1= sup E Lo

wed F C A endlich e
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