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Aufgabe 13.1.
Sei f € LP(R,\), wobei A das Lebesgue-Mass bezeichnet. Zeige die folgende Gleichung
mithilfe des Satzes von Fubini:

/R @) Pdz = p / Tz e R: [f()] 2 y))dy.

Hinweis: |f(x)|P = O\f(z)lpypfldy.

Bemerkung. Vergleiche mit Aufgabe 10.4. Damals hatten wir den Satz von Fubini noch
nicht gesehen, und daher mussten wir ein dhnliches Argument finden. Dagegen konnen wir
jetzt diesen Satz direkt anwenden.

Aufgabe 13.2.
Definiere f : [0,1]*> — R durch

y 2 falls 0 <z <y < 1,
flr,y) =< —a272 falsO<y<ax<l,
0 sonst.

Ist diese Funktion summierbar beziiglich des Lebesgue-Masses?

Aufgabe 13.3.
Seien 1 < p < +oo und f € LP(R"). Betrachte fir h € R" die Funktion 7,: R" — R",
Th(x) = = + h. Zeige:

HfOTh—f||Lp—>O fiir h — 0.

Hinweis: Benutze die Tatsache, dass stetige Funktionen mit kompaktem Trager dicht in L
sind (Satz 3.7.15 im Skript).

Aufgabe 13.4.

Eine Familie (p.).~o C L'(R™) heisst eine Approzimation der Fins, falls es gilt:
1. . > 0und [, g-(z)dz =1 fiir alle € > 0;
2. fiir alle 0 > 0, [,55 ¥e(2)dz — 0 fiir e — 0.

(a) Sei ¢ € L'(R") mit ¢ > 0 und [, ¢(x)dz = 1 vorausgesetzt und definire p.(z) =
e "p(ex) fiir e > 0. Zeige, dass (p.).>o eine Approximation der Eins ist.

Sei (p.)eso C LY(R™) eine Approximation der Eins. Zeige, dass die folgenden Aussagen
gelten:

(b) Wenn f € L*(R") stetig in zq € R" ist, dann ist f * @, stetig und (f * v.)(xo) — f(x0)
fir e — 0.

(c) Wenn f € L*(R") gleichméssig stetig ist, dann gilt f * @, RN f fiir e — 0%,

(d) Wenn 1 < p < +oo und f € LP(R™), dann gilt f * ¢, RN f fiir e — 0F.
Hinweis: Benutze die Holdersche Ungleichung und beachte Aufgabe 13.3 und Teil (b).
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Aufgabe 13.5.
Berechne die folgenden Grenzwerten:

(a)
Y1+

lim —dx.
n—oo Jo (1 +z)"

(b) 1
1
i [ 2los(@)
n—oo J, 14 n2x?

Aufgabe 13.6.
Sei I = [0, 1] und betrachte die Funktion

1 falls y # z,

f:IP = [0,00], fla,y,2):= {\/'y_

00, falls y = 2.

Zeige, dass f € L'(I3, £3) gilt.

Aufgabe 13.7.

Finde eine Folge Lebesgue-messbarer Funktionen f,, : [0,1] — R, sodass fiir alle z € [0, 1]

{fn(x)}nen unbeschrénkt ist, aber trotzdem f, — 0 im Mass.

2/2



