D-MATH Analysis IIT (Masstheorie) ETH Ziirich
Prof. Francesca Da Lio Musterlosung Serie 1 HS 2022

Aufgabe 1.1.
Man erinnert sich an die Definition einer offener Menge:

Fine Menge Q2 C R" heisst offen, falls fur jeden Punkt xo €  Ir > 0 s. d.
B, (zg) :={z € R": |z — x| <71} C Q.

(a) Beweise die folgenden Eigenschaften offener Mengen:
i) @, R" sind offen;
ii) Qp, Qs C R” offen = y N Qy offen;

iii) ©; C R" offen Vi € I = |J,; 2; offen (hier ist I eine beliebige Indexmenge).

el
Losung:
i) Fiir @ gibt es nichts zu beweisen. Fiir R™ konnen wir fiir jedes 9 € R™ r» = 1 nehmen, da
B, (CL‘o) C R™.
ii) Sei zyp € Q1 N Oy und sei r; > 0, sodass By, (xg) C §; fir ¢ = 1,2. Dann setzen wir
r:=min{ry,ro} > 0, damit gilt
Br(x0) € By, (z0) €
fir i € {1,2} und deshalb liegt B, (x¢) im Durchschnitt.

iii) Sei Q := (J;c; % und 29 € Q. Daher 3i € I, sodass x € €); und wir kénnen » > 0 mit
B, (x0) € Q; C Q auswihlen.

Zudem erinnert man sich daran:
eine Menge A C R™ heisst abgeschlossen, falls R™ \ A offen ist.
(b) Beweise die folgenden Eigenschaften abgeschlossener Menge:

i) @, R" sind abgeschlossen;
ii) Ay, Ay € R™ abgeschlossen = A; U Ay abgeschlossen;

iii) A; € R™ abgeschlossen Vi € I = [),.; A; abgeschlossen (hier ist / nochmals eine
beliebige Indexmenge).

Losung: Alle Eigenschaften folgen aus den entsprechenden Eigenschaften offener Mengen aufgrund
der de-morganschen Gesetze. Genauer gesagt: 1) ist trivial, ii) folgt aus

(Al U Ag)c = A% N Ag

und iii) folgt aus

(ﬂAOC:Lpﬁ

i€l i€l
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Aufgabe 1.2.
(a) Zeige, dass der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen im Allgemeinen nicht offen
ist.

Losung: Sei n = 1 und betrachte die offenen Mengen ), = (—%, +oo) CRfirk=1,2,.... Ihr
Durchschnitt ist offensichtlich das Intervall [0, +00), das nicht offen ist, weil es kein Intervall um 0
enthélt. Beachte, dass die Aussage sogar fiir abzahlbar viele offene Mengen falsch ist.

(b) Zeige, dass die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen im Allgemeinen
nicht abgeschlossen ist.

Losung: Wir kénnen als Gegenbeispiel die Komplemente der obigen Mengen nehmen: Seien Ay, =
(—o0, —%] Ihre Vereinigung ist offensichtlich das offene Intervall (—oo,0), das nicht abgeschlossen
ist, weil sein Komplement nicht offen ist.

Aufgabe 1.3.

(a) Sei A eine fixe Teilmenge von X. Bestimme die von {A} erzeugte o-Algebra von Teil-
mengen von X.

Losung: Die von {A} generierte o-Algebra muss notwendigerweise folgende Elemente ent-halten:
0,A A% X.

Da die Menge {0, A, A°, X} bereits unter Komplementbildung und Vereinigung abgeschlossen ist,
handelt es sich bereits um die von {A} generierte o-Algebra. O

(b) Sei X unendlich. Sei
A={AC X :Aoder A ist endlich}.

Zeige, dass A eine Algebra ist, aber keine o-Algebra.

Losung: Natiirlich ist X ein Element von A und A ist unter Komplementbildung abgeschlossen.
Deshalb miissen wir nur beweisen, dass A unter Vereinigung abgeschlossen ist. Sei A, B € A. Falls
A, B endlich sind, dann ist AU B auch endlich, weshalb AU B € A. Falls mindestens eine zwischen
A° und B¢ endlich ist, dann ist (AU B)¢ = A°N B¢ endlich, weshalb AU B € A.

Nun beweisen wir, dass A nicht eine o-Algebra ist (fiir alle wahl von X). Sei Y = {a,}, C X eine
zéhlbar Untermenge so, dass Y ¢ unendlich ist. Dann definieren wir A,, = {a,} fiir alle n. Bemerke,
dass A, € A, weil A, endlich ist. Dagegen sind ¥ = U2, A4, und Y unendlich. Daher enthalt
A nicht Y. Dies beweist, dass A keine o-Algebra ist, weil sie unter abzéhlbare Vereinigung nicht
abgeschlossen ist. O

(c) Sei X iiberabzdhlbar. Sei
S ={FE C X : E oder E° ist hochstens abzéhlbar}.

Zeige, dass S eine o-Algebra ist und dass § von den einpunktigen Teilmengen von X erzeugt
wird.
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Losung: In einem ersten Schritt zeigen wir, dass S tatsdchlich eine o-Algebra ist. Natiirlich sind ()
und X Elemente von §. Ebenfalls offensichtlich ist, dass S unter Komplementbildung abgeschlossen
ist. Sei nun {A;} C S. Falls jedes Ay hochstens abzéhlbar ist, dann ist Up° ; Ay, ebenfalls héchstens
abzahlbar, weshalb diese Vereinigung in S liegt. Falls A,, fiir einige m iiberabzéhlbar ist, dann ist
das Komplement A¢ hochstens abzéhlbar. Da

( G Ak> C A,Cn,
k=1

ist das Komplement von U2, Ay hochstens abzahlbar und deshalb

[j A € S.
k=1

Es muss noch gezeigt werden, dass & von den einpunktigen Teilmengen von X erzeugt wird. Per
Definition enthélt S die einpunktigen Teilmengen von X. Ausserdem gilt fiir jedes Element A
von S, dass entweder A oder A¢ als Vereinigung von einpunktigen Teilmengen von X geschrieben
werden kann. Also kann tatséchlich jedes Element von S mit Hilfe von Vereinigung oder Komple-
mentbildung durch einpunktige Teilmengen von X erzeugt werden. O

Aufgabe 1.4.
Es seien X und Y Mengen und f: X — Y sei eine Abbildung.

(a) Wenn B eine o-Algebra auf Y ist, zeige, dass
{f(E):EeB}
eine o-Algebra auf X ist.

Lésung: Wir bezeichnen dieses Mengesystem mit A. Beachte X = f~}(Y) (somit gilt X € A)
und

(f7(B) ={z € X|f(x) ¢ B} ={z € X|f(z) € B} = f71(B)

fiir alle B € B, also ist A unter Komplementbildung abgeschlossen. Weiterhin gilt fiir alle Folgen

U f7Y(B;) = {z € X| es gibt cine natiirliche Zahl i > 1 so dass f(x) € B;}
i=1
= {xeX ' f(x) e UBl}
i=1
= f! (U BZ») :
i=1

Somit ist A abgeschlossen unter abzédhlbaren Vereinigungen und alle Eigenschaften einer o-Algebra
sind erfullt.

(b) Wenn A eine o-Algebra auf X ist, zeige, dass
{EcY:fY(E)e A}

3/ 77



D-MATH Analysis IIT (Masstheorie) ETH Ziirich
Prof. Francesca Da Lio Musterlosung Serie 1 HS 2022

eine o-Algebra auf Y ist.

Losung: Wir definieren B := {E C Y : f~1(E) € A}. Beachte f~}(Y) = X, somit ist Y € B. Es
sei E C Y, sodass f1(E) € A. Weil A eine o-Algebra ist, folgt, dass f~1(E¢) = f~1(E)° ebenfalls
in A enthalten ist, und somit E° € B. Es sei (B;) eine Folge in B. Da A eine o-Algebra ist gilt:

o0 oo
7(08) - Ut ea
i=1 i=1
und somit ist B unter abzahlbaren Vereinigungen abgeschlossen.

Aufgabe 1.5.
Sei X eine Menge sowie {A,}2°, eine Familie von Teilmengen von X.

(a) Beweise die folgenden Gleichungen:

limsupAn:{xEX‘VNZl,EInZN:xeAn}

n—-+oo

liminf A, = {z € X [IN=1,¥n>N:ze A,

n—-+o0o

Losung: Man bemerke, dass:

limsup 4,, = ﬁ U A,

n—+00 N=1n>N
:{mGX }VNZl:mE U An}
n>N

~{seX VW21 N:izca)

Die zweite Identitat folgt analog. O
(b) Beweise die Inklusion liminf A,, C limsup A,,.

Losung: Dies folgt sofort aus der Formulierung der letzten Teilaufgabe. O
(c) Essei X = {1,2,...,6}N und A, = {(z,)>>, € X | z,, = 6}. Interpretiert man X als
die Menge aller moglichen Ergebnisse, wenn man einen Wiirfel unendlich oft wirft, und A,,

als die Teilmenge derjenigen Ergebnisse, bei denen der m-te Wurf eine 6 ist, wie kann man
limsup A,, und liminf A,, interpretieren?

Lésung: limsup A, ist die Menge derjenigen Ergebnisse, bei welchen nach einem beliebigen Zeit-
punkt N eine weitere 6 in einem spateren Wurf fallen wird. Daher besteht limsup A4,, aus allen
Ergebnissen, bei welchen unendlich oft eine 6 gewiirfelt wird. Andererseits, besteht lim inf A,, aus
allen Ergebnissen, bei welchen nach endlich vielen Wiirfen ausschliesslich 6 gewiirfelt wird. O

Aufgabe 1.6.
Sei p1 ein Mass auf der Menge X, und sei {A,,}°° eine Folge von Teilmengen von X, sodass

Z (A, < oo.
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Betrachte die Menge

E ={x € X : z liegt in A,, fiir unendlich viele n} = limsup A,.
n——+0oo

Zeige, dass pu(FE) = 0.

Losung: Fiir jedes n definieren wir
o0
i=n

Es ist leicht einzusehen, dass fiir jedes n die Inklusion £ C E, gilt. Deshalb haben wir fiir jedes n
o
WE) < p(Ey) < p(A)
=n
aufgrund der Subadditivitat von p. Da

Z 1(Ap) < 00
n=1

erhalten wir

weshalb

gelten muss. O
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