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Aufgabe 3.1.

Sei p ein Mass auf X sowie A C X, sodass p(A) < oco. Sei ferner {A;};en eine abzéhlbare
Familie von p-messbaren Teilmengen von X mit A; C A fiir alle j. Zudem gelte u(A;) >
co > 0 fiir alle j € N. Beweise:

p(lim sup Aj> > .

j—00

Losung: Bemerke, dass wenn flj = Up>jA;, dann ist flj eine fallende Folge von p-messbaren
Mengen, sodass A; C A; C A. Folglich wissen wir

p(Ar) < p(A) < oo,

und somit, geméss Theorem 1.2.13, iii), folgt:

p(tmsup 4;) = Jim 4))
= lim p(4;)

Jj—o0

> liminf p(A;) = co.

1

Aufgabe 3.2.

Sei A das Lebesgue-Mass auf R. Sei E' C [0, 1] eine Lebesgue-messbare Menge mit positivem
Lebesgue-Mass, also A(E) > 0. Zeige, dass fir jedes §, 0 < § < A(E), eine messbare
Teilmenge von E existiert, sodass diese Teilmenge exakt das Mass 0 hat.

Hinweis: Betrachte die Funktion, welche jedem ¢ € [0, 1] das Mass von [0,¢] N E zuordnet.
Ist diese Funktion stetig?

Losung: Betrachte folgende Funktion f: [0,1] — R:
f) =A[0,4] N E), tel0,1].

Bemerke, dass f(0) = 0 und f(1) = A(E). Es ist zu zeigen, dass f stetig ist. Seialso 0 < s <t < 1.
Aufgrund der Additivitét fiir disjunkte messbare Mengen [0, s] N E und (s,t] N E gilt:

f@&) =A0,t]NE) =X([0,s] NE)+ A((s,t]NE) < f(s)+t—s
wobei fiir die letzte Ungleichung die Monotonie verwendet wurde. Also gilt:
[f(t) = f(s)] < |t = s],

was die Stetigkeit impliziert.

Der Zwischenwertsatz besagt nun, dass es fiir jedes § zwischen 0 und A(F) einen Punkt z mit
f(z) = 0 gibt. Dann erfiillt also [0,z] N E (messbar aufgrund des Durchschnittes) die gesuchte
Eigenschaft:

A[0,z] N E) = 6. O
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Aufgabe 3.3.
Sei
A :={A CR"| Aist Vereinigung endlich vieler disjunkter Intervalle}

die Algebra der Elementarfiguren in R™. Zeige, dass die Volumen-Funktion vol aus der
Vorlesung! auf den Elementarfiguren ein Pramass definiert.

Bemerkung: Fir ein Intervall I = I; x ... x [, in R" ist das Volumen durch

vol(I) = [ ] vol(1y)

gegeben, wobei vol([) die Lénge des eindimensionalen Intervalles I, ist.

Losung: Es sei { Ay} eine abzdhlbare, paarweise disjunkte Familie von Elementarfiguren und man
nehme an, dass A = |J;2; Ay auch eine Elementarfigur ist. Zu zeigen ist:

vol(4) = vol(Ay).
k=1

Durch Ersetzen von Aj durch dessen Bausteine kann man annehmen, dass jedes Ay ein Intervall
ist. Die >-Ungleichung ist leicht zu sehen, weil

vol(A) > Zvol A

k=1
fiir jedes m aufgrund der Monotonie des Volumens gilt.

Fiir die umgekehrte Ungleichung, sei € > 0 und sei B C A eine kompakte Elementarfigur, sodass
vol(A) < vol(B)+e ist, falls vol(A) < oo ist oder vol(B) > e~ ist, falls vol(A) = oo ist. Dann kann
man offene Intervalle Uy wihlen, sodass U, 2 A N B und vol(Uy) < vol(Ax N B) + 27%¢ gelten.
Alle diese Mengen koénnen durch das Verschieben der Endpunkte der Intervalle konstruiert werden.

Bemerke, dass B kompakt ist und durch {Uy} iiberdeckt wird. Daher existiert eine endliche
Uberdeckung Uy, , . .., Ug,, und somit gilt:

vol(B <ZvolUk iolUk i(volAkﬂB 4ok ) ZvolAk
=1 k=1 k=1

Wenn ¢ — 0 geht, konvergiert die linke Seite der Ungleichung gegen vol(A) und die rechte Seite
gegen y -, vol(A), was die <-Ungleichung beweist.

Aufgabe 3.4.
Sei X eine beliebige Menge mit mehr als einem Element und betrachte das Mass p : P(X) —

0, +00] gegeben durch:
1 falls A=#0
n(A) = {

0 sonst

!Definition 1.3.1 im Skript.
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Gib ein Beispiel einer nicht p-messbaren Teilmenge.

Losung: Es ist leicht zu sehen, dass eine Menge A p-messbar ist genau dann, wenn A € {0, X }.
Nimm an A # (), X. In dem Fall existieren Elemente z,y € X sodass x € A und y € A°. Daher
gilt:

p(X) = 1#2 = (X \ A) + (X N A).

Umgekehrt ist klar, dass () und X stets messbar sind. Also ist jede Menge A # (), X nicht u-
messbar. O
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