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Aufgabe 4.1.
Zeige, dass das Lebesgue-Mass invariant unter Translationen und Rotationen, also unter
allen Bewegungen der Form

¢ :R" - R", P(x)=xy+ Rz,
fir zyp € R® und R € O(n), ist.
Hinweis: Es kann die Invarianz des Jordan-Masses verwendet werden, siehe Satz 9.3.2. in

Struwe’s Skript.

Losung: Sei I zunéchst ein Intervall. Dann ist ®(1) eine Jordan-messbare Menge, dessen Volumen
mit dem Volumen von [ iibereinstimmt. Aufgrund der Bewegungsinvarianz des Jordan-Masses p
(siehe Analysis I/II) gilt, dass L™(®(1)) = p(®(1)) = p(l) = L™(I).

Sei nun weiters G offen in R” und G = |2, I} fiir disjunkte Intervalle I. Dann ist ®(G) offen
(da @71 stetig ist) und ®(G) = Uy, ®(I) fiir disjunkte £"-messbare ®(I). Also gilt wie oben:

LMO(G) =D LMO(L) =D L"(I) = L"(G).
k=1 k=1

Fiir beliebige Mengen A, G in R™ gilt:
A CG,Goffen & ®(A) C ¢(G), P(G) offen

also

(A) = £(\ai}) = - £(ai}) = 0. =

1€EN 1€EN

Aufgabe 4.2.
Zeige: Jede abzahlbare Teilmenge von R ist eine Borel-Menge und eine Lebesgue-Nullmenge.

Losung: Die o-Algebra der Borel-Mengen B ist die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra.
Abgeschlossene Mengen sind als Komplemente von offenen Mengen auch in B. Somit gilt, da
einzelne Punkte in R™ abgeschlossene Mengen definieren:

A={a1,az,...} = J{a:} € B,
i€EN
als abzahlbare Vereinigung.

Jeder einzelne Punkt {a;} ist eine Lebesgue-Nullmenge, denn:

1 1 2
L({a;}) = kh_g)lo L((a; — et E)) = lim — =0.

Mit der o-Additivitéat (disjunkte messbare Mengen) folgt daher fiir die abzédhlbare Vereinigung

L(A) = c( U{ai}) =3 L({ai}) = 0. O

1€EN 1€N
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Aufgabe 4.3.

Zeige: Die offene Kugel B(z,r) := {y € R" | |y — 2| < r} und die abgeschlossene Kugel
B(z,r) :={y € R" | |y — x| < r} sind Jordan-messbar und ihr Jordansches Mass ist ¢, ",
wobei ¢, > 0 eine nur von n abhangige Kostante ist.

Losung: Zunéichst zeigen wir, dass das Jordansche Mass translationsinvariant ist und sich gut
unter Streckungen benimmt.

Behauptung 1: Wenn eine beschrinkte Menge A C R™ Jordan-messbar ist, dann ist A+x Jordan-
messbar fir alle v € R™ und u(A+ z) = p(A) (1 ist das Jordansche Mass, siehe Section 1.4 im
Skript).

Beweis. Wenn E C A eine Elementarfigur ist, dann ist £ 4 x auch eine Elementarfigur, die in A+ x
enthalten ist, und es gilt vol(E + x) = vol(£). Dies impliziert, dass p(A+z) = pu(A). Man beweist
ahnlich fir @(A + z) = @(A) und die Behauptung folgt. O

Behauptung 2: Wenn eine beschrinkte Menge A C R™ Jordan-messbar ist, dann ist tA = {tx |
x € A} Jordan-messbar fir alle 0 < t < oo und pu(tA) =t"u(A).

Beweis. Betrachte eine Elementarfigur £ C A, dann ist tE eine Elementarfigur mit vol(tE) =
t" vol(E), die in tA enthalten ist. Wir kénnen &dhnlich fiir Elementarfiguren argumentieren, die A
enthalten. O

Deshalb reicht es aus, den Fall x = 0 € R” und r = 1 zu betrachten. Wir werden beweisen, dass
u(B(0,1)) = (B(0,1)) gilt. Dies impliziert sofort, dass B(0,1) und B(0,1), mit dem gleichen Mass

en = u(B(0,1)) = u(B(0,1)), Jordan-messbar sind.

Betrachte die folgende Menge:
T = {[a,b) CR" | a=2F(ay,...,a,), b=2"%(a1 +1,...,a,+ 1), a; € Z},

d.h. die standard Partition von R™ mit Quadern der Seitenlinge 2.

Sei nun Zj, = {I € I, | I C B(0,1)} die Menge der Quadern in Zj, die in B(0, 1) enthalten sind,
und definiere Ay, := UIGI,; I c B(0,1).

Sei k gross genug, sodass 27%\/n < 1 und definiere 7 :== 1 —27%/n > 0. Sei x = (x1,...,2,) ein
Punkt in B(0,7). Dann ist der offene Wiirfel Q = (21 —27% 21 +27%) x -+ - x (2, — 27, 2, + 27F)
in der Kugel B(z,27%\/n) enthalten, und somit gilt Q@ c B(0,1).

Fiir jedes i sei a; = |2¥z;] € Z, wobei |-] die Abrundungsfunktion bezeichnet, damit 2 %a; < z; <
27%(a; + 1) hilt. Somit gilt es auch, dass ; — 27% < 27%a; und 27%(a; + 1) < 2; + 27%. Daraus
ergibt sich:

z; € [27%a;,27%(a; + 1)) C (z; — 27F 2 +27F).

Deshalb haben wir die folgenden Inklusionen:
ze27%a,27 % +1)) x - x 27%a,,27%(a, + 1)) € Q C B(0,1).

Somit liegt = in einem Intervall, das zu Zj, gehort, und dies bedeutet, dass z € Ay.
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Bis jetzt haben wir gezeigt, dass B(0,7x) C A, also Ay C B(0,1) C B(0,1) C r,;lAk gilt. Daraus
folgt:

i (B(o, 1)) <ol (r; ' Ay) = " vol(Ay) < r " u(B(0, 1)).

Schliesslich lassen wir k — oo streben, sodass 7, — 1, und wir erhalten die Ungleichung (B(O, 1)> <
#(B(0,1)). Die umgekehrte Ungleichung ist trivial.

Bemerkung. Eine alternative Beweisidee besteht darin zu erkennen, dass die Kugel B™(0,1)
durch Funktionen beschrieben werden kann. Genauer gesagt, sei f : B"1(0,1) — R die Funktion
f(x) = /1 —|z|2, und f : R"! — R ihre Fortsetzung durch 0 auf R"~!. Da f stetig ist und
B"=1(0,1) kompakt ist, ist f gleichmissig stetig, und es ist leicht zu sehen, dass das gleiche fiir f
gilt.

Sei € > 0. Dann kénnen wir & gross genug wahlen, sodass fiir jedes Intervall J in der dyadischen
Partition Jj, von R"~! mit Lénge 27 (die wie oben definiert werden kann),

sup f —inf f <e¢
J J

gilt. Wir definieren zwei endliche Mengen von Intervallen, jk_ C Jk+ C Ji, wie folgt:
I ={JeT|J<B"0,1)}
und
T ={J €T | JnB"10,1) # o}.

Es ist klar, dass jedes Intervall J € 7, in [-1,1] x - -+ x [—1,1] enthalten ist. Nun definieren wir
die Elementarfiguren

A= | Jx (—ir;ff,i(r}ff) CR"
JET,

und

U J x| —supf,supf] c R™.
JET

Dann gilt A, € B"(0,1) € B*(0,1) C A und

vol(A]) — vol(A Z 2 sup f vol(J Z 21nffvol( )
JeTt JET,
= Z 2 (supf inf f) vol(J) < 2e Z vol(J
JETT ! Jegt

= 2evol U J | <2evol ([-1,1]"71) = 2%.
JeTF

Daher sehen wir, dass fiir jedes ¢ > 0 z(B(0,1)) < u(B(0,1)) 4 2"¢ gilt. Dies zeigt, dass die Kugel
Jordan-messbar ist.
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Aufgabe 4.4.

(a) Sei A C R eine Teilmenge mit Lebesgue-Mass £'(A) > 0. Zeige, dass eine Teilmenge
B C A existiert, welche nicht £'-messbar ist.

Losung: Dank der Translations-Invarianz von £ und nachdem man moglicherweise eine geeignete
Teilmenge von A genommen hat, konnen wir annehmen, dass A C (0,1). Dann setzen wir B; :=
AN Pj, wobei P; definiert ist wie in der Vorlesung, vgl. Gl. (1.5.4). Es wurde gezeigt, dass wenn

B; L'-messbar ist, so muss es Lebesgue-Mass 0 haben aufgrund von B; C P;. Folglich, wenn alle
Bj messbar wéren, so erhalten wir wegen ihrer Disjunktheit und U;B; = A:

0< LY (A) = icl(Bj) = 0.
j=1

Dies widerspricht unseren Annahmen. O

(b) Finde ein Beispiel einer abzéhlbaren, paarweise disjunkten Familie { F} } von Teilmengen

von R, sodass:
,cl( U Ek> <3 LNE.
k=1 k=1

Losung: Man erinnere sich an die Definition der Mengen P; aus der Vorlesung. Diese Familie
liefert genau das gewtlinschte Beispiel. O

Aufgabe 4.5.

Fixiere 0 < < 1/3 und definiere I; = [0, 1]. Fir alle n > 1, entferne aus den Teilintervallen
von [, jeweils ein zentriertes Teilintervall der Lange 8". So wird I,,.1 C I,, gebildet. Desweit-
eren definieren wir Cg = (), I, als die verallgemeinerte Cantor-Menge entsprechend zu f3.

Zeige:

(a) Cjp ist Lebesgue-messbar mit £'(Cg) =1 — %

Loésung: Die Menge I, ist messbar, da sie aus 2"~ ! Intervallen besteht, und ihr Mass ist £(I,,) =
LY(I,—1) — 272" fiir alle n > 2, mit £1(;) = 1. Daher ist

n—1 1 n—1 1 1— (25)71 6 _ 2n—16n
1 1 _ k=1pk _ 1 __ = k_ 1 _ — _ -1 = =
£ir,) =1 ;2 gk =1 2;(2@_1 2(1_% 1>_1 T2

Folglich ist Cg = (2, I Lebesgue-messbar mit Mass

T D
E(Cﬁ)_,}gﬂo’c("”)_l 25" O
(b) Cp ist nicht Jordan-messbar. Allerdings gilt es u(Cg) = 0 und f(Cs) = 1 — % > 0.
Losung: Bemerke zuerst, dass das Innere von Cg leer ist: ein offenes Intervall (a,b) kann fiir n

gross genug nicht in I,, enthalten sein, weil I,, aus Intervallen mit Lange (1 — %)2*(”*1) + 17; 3

besteht, und dies fiir n gross genug kleiner als b — a ist. Daher ist u(Cg) = 0.
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Andererseits gilt 1(Cg) > L1(Cp) = 1 — % Das ist eigentlich eine Gleichung, da I, eine

Elementarfigur ist und somit gilt 72(Cs) < inf,>1 L1(I,,) = 1 — & Da i(Cg) =1 — % > 0 fiir
0 < 8 < 1/3, ist Cg nicht Jordan-messbar.
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