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Aufgabe 5.1.

Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass die Cantor Menge C' iiberabzahlbar ist. Zur
Erinnerung: Jedes z € [0,1] kann zur Basis 3 entwickelt werden, d.h. © = >, di(x)5 fiir
d;(xz) € {0,1,2}. Die Cantor Menge C' ist dann durch jene x € [0, 1] definiert, welche keine
Koeffizienten 1 zur Basis 3 haben, also:

C:={x€]0,1] | di(x) € {0,2},Vi € N}.
Die Cantor-Lebesgue Funktion F'ist nun wie folgt definiert:

F:C—[0,1], F(i%) ;:i;jl

i=1 i=1

(a) Zeige dass F'(0) =0 und F(1) = 1.
Losung: Wir haben 0 = 72, 0 - 37 und deshalb F(0) = >27°, 0+ z5r = 0. Fiir 1 haben wir die
Expansion 1 =0.2222..., also 1 =) 2, 2- 3—17 und deshalb

o0

o0
1 1 1 1 1
=1 1=0 2

(b) Zeige dass F' wohldefiniert und stetig auf C' ist.

Losung: Im Allgemeinen ist die Entwicklung zur Basis 3 von x € [0, 1] nicht eindeutig, da etwa
0.1 = 0.022222.... ist. Erlauben wir aber nur Expansionen mit Koeffizienten 0 und 2 so ist die
Darstellung eindeutig, weshalb F auf C wohldefiniert ist. (Es kann leicht gezeigt werden, dass
F sogar auf [0,1] wohldefiniert wére, indem man solche periodischen Endungen 222... genauer
betrachtet).

Nun zeigen wir, dass F stetig auf C ist. Sei also ¢ > 0. Sei z € C und {z,}5°, eine Folge in C,
welche gegen x konvergiert. Sei NV € N sodass QLN < e. Wegen der Konvergenz von {z, }5°, gibt
es ausserdem ein M > N sodass |z, —z| < 3%, fiir alle n > M. Das heisst nun, dass x und =z, fiir
alle n > M im gleichen Intervall von C,, liegen, wobei

Co = {z € [0,1] | di(z) € {0,2},Vi < n),

die n-te Naherung an die Cantormenge C' ist (siehe Vorlesung). Es folgt also insbesondere, dass
di(x) = di(zy,) fir alle i < M gelten muss. Daher:

oo
1 1
k=M+1

was die Stetigkeit von F' impliziert. O

(c) Zeige dass F' surjektiv ist.

Losung: Seiy € [0,1] beliebig. Die Expansion von y zur Basis 2 sei gegeben durch y = >~ 22 by 2%
fir by € {0,1}. Sei nun ay, := 2bj, fiir alle k£ > 1. Dann ist = ) ;- ay - 3% per Definition (weil
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ar € {0,2}) ein Element in C und es gilt:

k k k
P =r (35 = 2t - 3 -
k=1 k=1 k=1
F ist also surjektiv. O

(d) Schliesse daraus, dass C' iiberabzdhlbar ist.

Losung: F ist eine stetige Abbildung, welche C surjektiv auf [0, 1] abbildet. Da [0, 1] iiberabzahlbar
ist, muss also auch C iiberabzéahlbar sein. O

Aufgabe 5.2.
Sei F die Menge aller Zahlen in [0, 1] welche keine 7 in der Dezimaldarstellung beziiglich der
Basis 10 haben.

Bemerke, dass es auch zwei verschiedene Darstellungen geben kann. Wir machen hier die
Konvention, nur jene Darstllungen zu betrachten, welche von keiner Nachkommastelle an

identisch null sind. Wir schreiben also 12—070 als 0,269999.... und nicht 0, 27.

Beweise, dass E Lebesgue-messbar ist und berechne das Lebesgue-Mass.
Losung: Jedes x € [0, 1] ldsst sich in der folgenden Form darstellen:
x = 0aiasas...

wobei a; € {0,1,...,9} fiir alle j € N. Falls x € [0,1] \ E, dann ist wenigstens ein a; gerade gleich
7. Daher definieren wir:
n(z) :==min {j € N‘aj =7}

Von nun an lassen wir das  weg und schreiben nur n anstelle von n(z). Bemerke, dass gilt:
0ay...an17<x<0.a1...a,-18,

aufgrund unserer Konvention, dass die Dezimaldarstellung nicht trivial wird ab einer bestimmten
Stelle. Folglich erhalten wir die Inklusion:

00
[0, 1] \E - U {(0.@1 .. .an_17,0.a1 .. .an_18Ha1, ey Qp—1 7& 7}
n=1

Die umgekehrte Inklusion ist klar wegen der Definition von E und indem man 0.aq ...a,—18 als
0.a1...ap,—179... schreibt, wie es unsere Konvention verlangt. Es folgt somit, dass [0,1] \ E eine
abzahlbare Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle ist, was zeigt, dass E Borel ist.

Schliesslich berechnen wir das Lebesgue Mass von [0,1] \ E. Dazu bemerken wir:

1

Ll ((0.a1...ap-17,0.a1 ...a,—18]) = o
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und zumal wir 9”1 Moglichkeiten haben, die Parameter a,...,a,—1 zu wihlen, folgern wir:
£ ([0,\E) => "> £'((0.a1...an17,0.01.. . an_18])
n=1 (l]'7£7
N1 11N, 90k
n—1
= — =) ()" =1
Z ) 107 10 Z (10) ’
n=1 k=0
was auch zeigt, dass L}(E) = 0. O
Aufgabe 5.3.

Sei f: R"™ — R™ Lipschitz-stetig mit Konstante L. Sei A C R” und 0 < s < 400. Zeige,
dass:

H(f(A)) < LH(A)

Losung: Sei 6 > 0 fixiert. Dann gibt es eine Uberdeckung von A der Form:

AC LJ E%%(ka T < d
keN

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit gilt fir alle a € By, (xj) sofort, dass f(a) € Br, (f(zx)), was
wiederum zeigt:

F(A) | F(Br (1) € | Bor (£ ()
Folglich gilt:

Hi(A) = mf{zr,g | Ac | Br(an)rr < 5}

k=1 keN

> inf{;rz | £(4) € U B (f@r) e < 6}

keN

= 2ot {30 | £(4) € U Buny (f(oa), I < L6} = 2 His(£(4),

LS
k=1 keN

und durch § — 0 erhalten wir das gesuchte Ergebnis. O
Aufgabe 5.4.

Sei C' die in der Vorlesung definierte Cantor-Menge. Beweise, dass gilt:

In(2)
di C) = =:
IHIH( ) 1H(3) S,

und ferner 27571 < H*(C) < 27%.
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Losung: Bemerke, dass dimy(C) = s eine direkte Konsequenz der Ungleichungen ist, welche wir
beweisen wollen. Folglich reicht es, dass H*-Mass von C' abzuschétzen:

Gemass Konstruktion wissen wir:

Qk
c=NyUn”,

keNi=1

wobei [ l(k) abgeschlossene Intervalle der Lange 37" sind, welche durch wiederholtes entfernen des

mittleren Drittels jedes Intervalls entstehen. Wir iiberdecken C' daher mit 2F Intervallen mit leicht
grosserer Lange als Il(k), genauer mit Radius % -37% wobei 2 > A > 1, aber mit dem gleichen
Mittelpunkt. Dies ermdoglicht es uns, dass Hausdorff-Mass abzuschétzen:
2k A
53+ (C) <D (5370 =2hwamsshe = fava b = o,
=1

wobei wir verwendet haben, dass 3° = 2. Bemerke, dass wenn man A — 1 gehen lasst, so erhalten

wir H3 . (C) < 27°. Zumal wir k gegen co gehen lassen kénnen, impliziert dies H*(C) < 27°.

Nun wollen wir die andere Ungleichung beweisen. Sei { By, (21)}x en eine Uberdeckung von C' mit
offenen Béllen. Da C kompakt ist, konnen wir oBdA annehmen, dass es nur endlich viele Balle
By := By, (x1),..., By := B, (zx) in der Uberdeckung von C hat. Fiir alle j € {1,..., N} gibt es
ein k € N, sodass:

3Rl <op; < 37K,
Dies zeigt, dass B; hochstens ein Intervall der Form 1, l(k) fiir den Index k schneidet. Fiir alle m > k

schneidet B; hochstens 2m=F Intervalle der Form I l(m) gemiss direkter Uberlegungen. Beobachte:
mek —om, stk —9om .35, 3fs(k+1) < 9m.3s. (2,,0]')37 (1)

aufgrund der Wahl von k& und s. Da wir uns nur um endlich viele Bélle kiimmern, existiert ein
grosses m, sodass 37! < 2r; fiir alle 1 < j < N. Summieren wir iiber j die Ungleichungen
(1) und bemerken, dass die Anzahl Intervalle, welche die Bélle schneiden, genau 2™ ist, da jedes
Intervall nicht-leeren Schnitt mit wenigstens einem Ball haben muss, so sehen wir:

N
27 <y 2m3%(2r)°

i=1
N

— masos S

=2"3°2 E 7“]‘,
7j=1

umordenen und kiirzen ergibt:

N
—s—1 —So—
27 =273 <> s
j=1

was genau die gesuchte Ungleichung ist aufgrund der Tatsache, dass die Uberdeckung beliebig
war. ]
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