D-MATH Analysis IIT (Masstheorie) ETH Ziirich
Prof. Francesca Da Lio Musterlosung Serie 10 HS 2022

Aufgabe 10.1.
Sei f: 2 — R eine p-summierbare Funktion und €2; C () eine py-messbare Teilmenge. Zeige,
dass fi := flp, und fxo, p-summierbar auf ©; bzw. Q sind, und dass die Gleichung

fldMZ/fXQldu
(951 Q
gilt.

Losung: Wir beweisen zuerst die Aussage fiir eine einfache Funktion f. In diesem Fall ist f; auch
einfach und:

| A=Y antls € 4| @) = a)
L aeﬁ
— Zau({x € Q| f(x) =a} Ny)
ae@
= ap({z € Q| f(x)xa, (z) = a})

acR

Z/me dy.
Q

In der dritten Gleichung haben wir benutzt, dass fiir a # 0, genau dann f(z)xq, (r) = a gilt, wenn
f(z) =aund z € Q.

Jetzt zeigen wir, dass f; p-summierbar ist fiir eine allgemeine f. Da fQ |f] < oo, gibt es eine
einfache Funktion F : Q — R mit |f| < F und Jo F < oo. Dann ist F1 > fi, was le fidp <

Jo, Frdp = Jq Fxo, du < [o Fdu < oo ergibt.

Es ist auch klar, dass fxq, p-summierbar ist, weil [, [fxo,|dp < [o|f] < co. Deshalb sind
beide Funktionen integrierbar. Um die Gleichung zwischen den Integralen zu zeigen, seien g und h
einfache Funtkionen auf €; bzw. Q mit g < f; bzw. h > fxq, p-fast iiberall. Dann ist hy > f1 > ¢g
und h > 0 fast liberall ausserhalb von €2, also gilt h > hyxgq,. Es folgt:

/ gduﬁ/ hldu:/hxgldug/hd,u.
2 91 Q Q

Nachdem wir das Supremum iiber g und das Infimum tiber h nehmen, erhalten wir:

fran= [ fdn< [ fxo,du= [ fadn
1 I @ @

Der Beweis der umgekehrten Gleichung ist ganz analog. O

Aufgabe 10.2. -
Zeige, dass wenn f : {2 — R eine p-addierbare Funktion ist und €2y C Q eine Teilmenge mit
1(€21) = 0 ist, dann ist

fdu=0.

Q
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Losung: Die Funktion fxq, ist null p-fast iiberall. Deshalb konnen wir Aufgabe 10.1 anwenden
und wir erhalten:

fin= [ o du=o, m
Q4 Q

Aufgabe 10.3.
Durch Anwendung des Satzes von Lebesgue mit dem Zahlmass auf N, zeige:

. = (27
nh_)r&n%sm(ﬂ)zl.

Lésung: Sei p das Ziahlmass auf N und definiere f, : N — R als f,,(i) = nsin(27?/n). Bemerke,
dass f, (i) < 27" ist und dass die Funktion i + 2% y-summierbar ist. Deshalb kénnen wir den Satz
von Lebesgue anwenden und erhalten:

) = lim fndu = / lim f,du = 227" =1. O

—1

o
. . (2
lim n g sin
n—oo 4 1 n
1=

Aufgabe 10.4.
Sei A das Lebesgue Mass auf R und f eine nicht negative, integrierbare Funktion auf (R, \).
Zeige, dass die folgende Gleichung fiir das Lebesgue Integral gilt:

/Rfd/\ _ /Om M{f > s})ds

Hinweis: Zeige die Gleichung zuerst fiir den Fall, wenn f eine einfache Funktion ist. In
diesem Fall wird eine Skizze von f und der Funktion s — A({f > s}) weiterhelfen. Inter-
pretiere beide Seiten im Hinblick auf die Definition des Lebesgue Masses.

Losung: Sei f einfach und schreibe f = Y%, a;xa,, wobei { A;} paarweise disjunkt sind. Beobachte
die folgende Gleichung zwischen Mengen:

[e.e]
{f>s}= {ZaiXAi > 5} = U A;
=1 1:a;>S
Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt es fiir s > 0:

A{f>sh)= D> M Z)\ i)X[0,a:) (8

:a;>8S
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Jetzt wenden wir den Satz von Beppo Levi (oder der monotonen Konvergenz) an, um das Integral
und die Summe zu vertauschen:

+oo X

[ > shas= [ M Aoxpa s
0 o = [0.a:)

oy [ a4
_;)\( i>/0 X[Oﬂi)(s)ds—;ai/\( Z-)_/Rfd/\.

Somit wird die Gleichung fiir einfache Funktionen beweist.

Jetzt betrachten wir eine beliebige nicht negative Funktion f. Fiir eine einfache Funktion g < f
ist die Funktion s — A({g > s}) eine einfache Funktion, welche kleiner gleich der Funktion s
A({f > s}) ist. Analog auch fiir einfache Funktionen g > f.

[r=[r=][1

und deshalb ist die Funktion s — A({f > s}) ebenfalls uneigentlich integrierbar (indem man simple
Funktionen direkt untersucht wie in der Definiton), also

[ s> spas= [ 1

Bemerkung: Die Funktion s — A({f > s}) ist monoton fallend in s, weswegen folgende Gleichung
trivial ist:

Da f uneigentlich integrierbar ist, gilt

s<t=A{f>s} 2{f >t} = A{f >s}) = A{f > 1}).
Also ist s — A({f > s}) Riemann-integrierbar.

Die eben bewiesene Gleichung, wobei die rechte Seite als Riemann-Integral interpretiert wird,
konnte also auch als Definition fiir das Lebesgue Integral verwendet werden.

Aufgabe 10.5.
Sei f,: [0,1] = R, n € N, gegeben durch:

T 1+ n2a?
Zeige, dass
() fu(w) < 2= auf (0,1] fiir alle n > 1;
Losung: Wir wollen zeigen, dass % < ﬁ Das ist dquivalent mit

nr <14+n’r? < (1 —nx)>+nzx >0

was fir z € [0, 1] erfiillt ist.
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Losung: Wir starten mit der folgenden Beobachtung:

n\z <n\/5< 1

1+ n2z2 = n222 = nazyzx

Also gilt
iy Inl#) =0
punktweise auf (0, 1].
Von (a) wissen wir, dass die Folge f, immer unterhalb der Funktion ¢ = -1 liegt. Da g eine

N
Lebesgue-integrierbare Funktion auf [0, 1] ist, folgt aufgrund der dominierten Konvergenz die punk-

tweise Konvergenz zu 0
1

lim [ fp(z)dz =0.

n—o0 0

Aufgabe 10.6.
Sei 2 C R™ eine y-messbare Menge mit 1(§2) < +o0 und sei { f;} eine Folge yi-summierbarer
Funktionen f; : Q2 — R, die gleichmassig gegen f konvergiert. Beweise, dass f py-summierbar

ist und dass
i [ = [ fan
gilt.
Losung: Bemerke zuerst, dass f p-messbar ist, denn wir konnen den Limes als f = lim;_, f; =

liminf;,o f; = limsup;_,, f; schreiben. Die gleichméssige Konvergenz impliziert, dass ein jo
existiert, sodass |f(z) — f;j(z)| < 1 fiir alle x € Q@ und j > jo. Deshalb gilt

AmwsAmH4W§Amemm<w

was zeigt, dass f auch p-summierbar ist. Ausserdem haben wir |f;(z)| < [f(z)| + 1 =: g(x) fiir
j > jo, und ein dhnliches Argument wie oben zeigt, dass ¢ p-summierbar ist. Dann kann man
mithilfe des Satzes von Lebesgue den Beweis beenden. O
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