D-MATH Analysis IIT (Masstheorie) ETH Ziirich
Prof. Francesca Da Lio Musterlosung Serie 12 HS 2022

Aufgabe 12.1.
Das Ziel dieser Ubung ist das folgende Riemannsche Integral zu berechnen:

o - 0 .
sin x . sin x
/ dr = lim dzx.
0

T a— 00 0 €T

(a) Zeige, dass die Funktion @ : (0,00) — R,

(1) —/ e_msmxda:,
0

T

wohldefiniert und uberall differenzierbar ist.

Losung: Die Endlichkeit ist klar, da [S2Z| < 1 ist. Fiir die Differenzierbarkeit: Sei {h;} eine
gegen 0 konvergierende Folge. Wir wollen den Satz der dominierten Konvergenz anwenden, um den
Grenzwert und das Integral in der folgenden Berechnung zu vertauschen:

I O(t+ hy) — (1) . 0 g=(tthj)r _ o=t gin g i
1m = 1m i
Jj—00 hj Jj—oo Jo hj x
/oo i 67(t+h‘j)l’ — e Wginx p
— m X
0 J—o© hj x

o d 3 (e.9]
= / — (e_tx) MY = / —e ®sinaxde.
0 dt i 0

Dafiir reicht es aus, eine obere Schranke vom Integrand zu finden, die summierbar ist. Das wird
leicht mithilfe der Standardabschétzung |e* — 1| < el*/|u|, die aus dem Mittelwertsatz folgt. Dann
gilt

e—(t-i—hj)x — e gingx

|67h7’x—1‘ L |sinz

|kl

b < elhilege=te |P0T) e /2| sinz| € L'(0, 00)

hj T x T

wenn |h;| < t/2, was fiir j gross genug gilt. Somit ist ®(¢) differenzierbar und dessen Ableitung ist:

' (t) = / —e " sinx da. O
0

(b) Berechne ®'(t) fiir t € (0, c0).
Losung: Wir benutzen partielle Integration zweimal im obigen Integralausdruck:
oo
' (t) = —/ e sinx de
0
e.)
= [e_tx cos x] (o)o — / —te " cosx dx
0
(o]
=-1 —i—t/ e " cosxdx
0
oo
=—-1+ [te_m sin 33]80 — / —t2e " sinx dx
0

= —1—t2®'(1).
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Daher gilt:
1
/ — —
¥ = 1+t2 -

(c) Berechne ®(t) fiir t € (0, 00).

Loésung: Zuerst zeigen wir, dass ®(t) — 0 fiir t — oo konvergiert: Dies folgt sofort aus Dominierter
Konvergenz und der Ungleichung [#2%| < 1. Der Fundamentalsatz von Analysis dann impliziert:

a(1) = — lim @(s) ~ 8(1)) = - /:O /(1) = /too LI ” — arctan(r).

5§00 1+ t2
O
(d) Zeige, dass die Konvergenz
/ ot sin x PN / ot sin x de
0 z 0 z
gleichmassig beztiglich ¢t > 0 ist.
Hinweis: Dieser Teil ist technisch schwieriger. Es ist falsch, dass faoo |e_t“i%‘ dz gegen 0

gleichmassig konvergiert. Um die obige gleichmassige Konvergenz zu sehen, muss man die
Aufhebungen des Integrals benutzen. Eine Moglichkeit ist zu sehen, dass die Summe

2(k+1)m :
/ —2SINT
e x
2

km xz

o0

k=m
gegen ( gleichmassig beziiglich ¢ > 0 wenn m — oo konvergiert.

Losung: Sei a > 0 und wéhle m € N, sodass 27(m — 1) < a < 2wm gilt. Dann haben wir:

00 : 2mm : 2w (k+1) :
_..sinx _,.sinx _,.sinx
etz dz| < e tr e tr dx

a x a x

27k r
Fiir den ersten Term gilt:
2mm :
_esinx
/ ‘e tx dz
a x

Fiir die anderen Terme teilen wir jedes Integral in zwei und benutzen eine Substitution:

2w (k+1) : T . T .
/ ( —teSIT / o—t(2k-+a) sin(2k7m + x) 4 / o—t{(2h+1)r+0) sin((2k 4+ 1)w + x)
2 0 0

[e.9]

dx +

k=m

2mm — a 2
— <

a T oa

ke x 2km + x 2k+1)r+x
™ e—t(2km+x) ™ e~ tH(2k+1)m+a)
= / sint——dx — / sint———dx
0 2km 4+ 0 2k+1r+=z

™ e~ t(2km+x) e~ tH(2k+1)m+a)
= i — d
/0 SN kr v o 2k+ 1) +x v

eft(2k7r) eft(2(k+1)7r)
< — .
="\ T2k T 20+ U
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Dies ist eine Teleskopsumme, also:

°° _,ysinz 2 O [ e=t2km)  —t(2(k+1)7) o e—t@@mm) o
/ e dx - -
T
“ k

<= _
a t Z 2km 2(k+ 1)m
was gegen 0 gleichmassig in ¢ fiir a — oo konvergiert.

(e) Folgere den Wert des Integrals daraus:

o
sin T

dr = —.

0 T 2

Losung: Sei € > 0. Aus gleichméssiger Konvergenz folgt es, dass es ein ag gibt, sodass fiir a > ag
und jedes t > 0 das Folgende gilt:

a 00 .
LSinx L sinx
e~ dx — et dz
0 Z 0 T

Fixiere nun a > ap und sei t > 0 klein genug, sodass a(1 — e™'*) < /3 und arctant < /3 gelten.
Die erste Bedingung impliziert:

a . a . a .
/ sinw _/ ot SIT dx' S/ (1— efm)M dr < a(l — et <
0 0 0

€
T x x 3’

<3 e

wahrend die Zweite ergibt:

00 :
T _/ et 20T | = ‘z — ®(t)| = arctant < = (3)
2 0 x 2 3

Zum Schluss verbinden wir (2), (1) und (3) und erhalten fiir a > ayp:

a .
ST T
dr — —

0 X 2

Somit ist der Wert des uneigentlichen Integrals /2. O]

<e.

Aufgabe 12.2.
Sei 1 < p < oo, und sei f € LP(R™) eine gleichméssig stetige Funktion. Zeige:

lim ¢(z) =0.

|z| =00

Lo6sung: Nehme an, dass ein € > 0 und eine Folge {z}} existieren, die |zjx| — oo und |p(zy)| > €
erfiilllen. Es folgt aus der gleichmassigen Stetigkeit, dass es ein § > 0 gibt, sodass fiir jedes z €
Bs(xg) |p(x) — p(xr)| < /2 ist, und insbesondere |p(z)| > /2.

Da |zg| — oo strebt, kénnen wir eine Teilfolge {zy, } mit |xg;| > |zg;_,| + 26 nehmen. Die Kugeln
Bs(wy,;) sind dann disjunkt, und dies erméglicht uns zu berechnen:

/ ]pda:>2/ ]pdx>2/ 5 dz = +oo
B(;xk

Bs( T,
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Das steht aber im Widerspruch damit, dass f zu LP(R™) gehort. O

Aufgabe 12.3.
Seien 1 ein Radonmass auf R™ und 2 C R" eine p-messbare Menge.

(a) (Verallgemeinerung — Holdersche Ungleichung) Betrachte 1 < py,...,pr < oo, so dass
1 — % 'L < 1. Fiir Funktionen f; € LP/(Q, p) mit i = 1,...,k, zeige, dass Hle fi €

k
<TT0flee.
Lr i=1

Losung: Wir konnen annehmen, dass alle p; endlich sind, denn unendliche Exponenten kénnen
direkt behandelt werden. Wir beweisen die Aussage durch Induktion. Fiir £ = 1 gibt es nichts zu

beweisen. Fiir den Induktionsschritt & — 1 — k wissen wir, dass 1 — L = 2.7 — th 'L ist. Aus
’ T Dk PET J=1 p;

_PET
der Induktionsvoraussetzung folgt es, dass Hf;ll fj € Lre=7(Q, p) gilt, sowohl als die Abschétzung:

k—1 k—1
11 # < [Tz
=1 || =l

Wir koénnen jetzt die Holdersche Ungleichung zu den Funktionen g; = Hf;ll |f;|” und g2 = | fi|"

mit den Exponenten pkp—k

k£ und P& anwenden:

T

k k—1
/ I < /H|fj|p’” (/\fk| >
o\ Qj:1
k—1
= H fi 1l < TT0S s - 1l zow
= j=1
Das ergibt || TT%, fillr < TT15, |1 fill pes, wie wir zeigen wollten. O

(b) Falls u(2) < 400, zeige, dass L5(Q, ) C L™(Q, u) fiir alle 1 <r < s < +00.

Losung: Seien 1 < r < s < 400 und definiere p = rs/(s — r), sodass 1 + % = 1 gilt. Falls
1(Q) < 400, dann ist g = 1 € LP(£2, u). Deshalb kénnen wir Teil (a) anwenden und sehen, dass
fir alle f € L™(Q, ), f=f-1€ L"(Q, u), was die gewlinschte Inklusion beweist. O

(c) Beweise, dass L*(€2, 1) eine echte Teilmenge von L™ (€, u) fiir alle 1 <r < s < +o0. d.h.,
in Teil (b) haben wir keine Gleichheit.

Losung: Sei 1 < r < 400 und betrachte die Funktion f: (0,1/2) - R

f(z) = (log2 <i> ;cl/r> - .

4/6



D-MATH Analysis IIT (Masstheorie) ETH Ziirich
Prof. Francesca Da Lio Musterlosung Serie 12 HS 2022

Beachte, dass f in L" ist, wegen der folgenden Berechnung:

1/2 —r 1/2 -1
/ <log2 <1> xl/r> dzr = lim <log2r <1> x)
0 X e—0 J, X

1 12 1
lim [ _ 2r—1 } = — 1oy "
e=0 [ (2r — 1) log™ " (1/x) |, (2r — 1) log” =" (2)

Andererseits ist f ¢ L® fiir alle s > r: In diesem Fall kann man 0 < ¢ < % — % wahlen, und dann
log? (%) < Cz~t mit einer Konstante C' > 0 abschiitzen. Daher gilt

1 !
2 - 1/7“ > - tir
<log <x> T ) > Cat

mit s(t — 1) < —1, was nicht integrierbar ist. O

=

Aufgabe 12.4.

Seien p ein Radonmass auf R" und @ C R" eine p-messbare Menge mit w(2) < +oo.
Betrachte eine Funktion f:  — R, so dass fg € L'(Q, u) fir alle g € LP(Q, ). Zeige, dass
f € LiYQ, ) fir alle g € [1,p), wobei p/ = p%l der zu p konjugierte Exponent ist.

Lésung: Setze zuerst g = 1 € LP(€, ). Dann folgt, dass f € L*(€, p) ist. Als nichstes nehmen wir
g = |f|¥/? € LP(Q, 1) und erhalten |f|'*1/? € L'. Dann kénnen wir auch g = | f|V/?+1/P* € LP(Q, p)
setzen, was | f|*/PHL/P* € LY(Q, 1) ergibt.

Mithilfe von Induktion kénnen wir sehen, dass fiir jedes n € N, |f|P» € LY(, i) ist, wobei p, =

1+ % + e+ p—ln = 1_11_/{9;;1 ist. Insbesondere gilt f € LP»(Q, ) und daher dank der Aufgabe

12.3 (b) auch f € L%(Q,u) fiir jedes g kleiner als ein p,. Da p, — p’ fir n — oo, gilt es fiir
beliebiges q < p'. O

Aufgabe 12.5.
Seien 1 ein Radonmass auf R™ und 2 C R" eine p-messbare Menge.

(a) Zeige, dass jede Funktion f € fller < 400 in L°(82, p)
enthalten ist.
Hinweis: Benutze die Tschebyscheff-Ungleichung.

bene LP (€2, 1) mit sup,en-

Lésung: Sei C' = sup,en« || fl|» und € > 0. Dank der Tschebyscheff-Ungleichung haben wir:
1
> C = p > C p < pd
p(d{lf1 = C+ep) =p{lfF = (C+e)’}) < (CJFE)p/QfI i

C P

Deshalb ist pu({|f] > C +¢) =0 und f € L™ folgt. Da ¢ > 0 beliebig war,

p({If] > C}) = p(Unen{|f] = C+1/n}) <> pu({|f| = C+1/n}) =0

neN

impliziert || f||z~ < C. O
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(b) Falls u(2) < 400, zeige, dass fur alle f wie in Teil (a) || f]|~ = lim || f]|z» gilt.
Pp—+00

Losung: Nimm eine Folge (pg)ken, sodass limg_oo||f|lzer = liminf, || f|rr, und sei ¢ > 0.
Nimm auch kg, sodass || f||zrx < liminf, oo f|/zr + € fir & > ko.

Als im Teil (a) folgt es, dass || f||zee < liminf, .|| f||zr + ¢ ist, und wenn wir € | 0 lassen, erhalten
wir die Ungleichung || f||re < liminf, ol f]|Lr-

Fiir die umgekehrte Ungleichung, seijetzt (Pk)ken eine Folge mit limy, oo || (| 2w = limsup,, o || fl -

Fir ¢ > p gilt [|[f|%, < [|FI5511F1152. Sei p > 1 und ko € N, sodass py, > p fiir k > ko gilt. Dann
folgt:

k—>
Hf\lm<||f|! 5171 koo L[ fllzee-

Deshalb ist limsup,,_, || fl|zr = limgsco || fl| e < || ]| und beide Ungleichungen sind bewiesen.

(c) Finde eine Funktion f € (), LP(€2, 1), wobei pu(€2) < +oo, so dass f ¢ L>(Q, u), d.h.,
zeige, dass das Ergebnis von Teil (a) ohne die Annahme sup || f||.» < 400 nicht zutrifft.
peN

Lésung: Fiir f(z) = —log(x) ist es klar, dass f € LP((0,1), £!) ist aber f ¢ L. O

Aufgabe 12.6.
Sei (Znm)nmyenz C [0, +00] eine Folge von N? indiziert. Zeige, dass:

00 00 00 00
E xanE g Tnm = E E Tnm-

(n,m)eN2 n=0 m=0 m=0 n=0

Bemerkung. Fiir eine Folge (24)aca C [0, 4+00] mit einer beliebigen Indexmenge A, definieren

wir
g Ty 1= E Loy

wed FCAendhch ek

Losung: Wir zeigen nur die Gleichung Z(n?m)eNg Tpm = D peg 2 omeo Ln,m; die andere Gleichung
wird analog bewiesen. Sei F' C N? eine endliche Menge. Dann existiert N € N, sodass F in
{0,1,...,N} x{0,1,..., N} enthalten ist. Daher ist

N N [ I
g Tn,m < g g Tn,m < g g Tnm-
(n,m)eF n=0m=0 n=0m=0

Nimmt man das Supremum iiber alle F' C N2, so erhilt man Z(n,m)ENQ Tm < D one o D ome_ o Lnm-

Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, reicht es aus zu zeigen, dass Zgzo Yoo Tnm <
Z(mm) enz Tnym fiir alle N € N gilt. Dies ist aber eine direkte Berechnung:

N oo N M
E E x = lim E E T = lim E T < E T O]
n,m Moo n,m Moo nm = 7,

n=0m=0 n=0m=0 (n,m)€{0,...,N}x{0,...,M} (n,m)€EN?
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