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Aiomatische Mengenlehre Serie 8

Der Satz von Ramsey Besprechung am 23. November

2B. Eine Familie Z# C [w] “ heisst homogen, falls fiir jede Fabung 7 : [w]? — 2einz, € F
existiert, so dass 7|}, j2 konstant ist.

Sei hom die kleinste Kardinaliti einer homogenen Familie, d.h.,

hom := min{|F#| : F C [w]” A Z ist homogen}.
Zeige: max{tr,0} < hom < c.

Bweis. Der Satz von Ramsey besagt das [w] “ homogen ist, also gilt hom < |[w]*| = c.

Wir zeigen zuerst t < hom. Sei .# homogen. Wir zeigen das .# reaping ist, was
dann bedeutet, dass die kleinste reaping Familie maximal so groB} ist wie die minimale
homogene. Sei z € [w]”. Definiere eine Fabung 7, sodass 7({a,b}) = 0 genau dann
wen a,b € x. Da .# homogen ist existiert F' € .# mit = | [F]* konstant. Falls
es konstant 0 ist, sind alle Elemente von I’ in z, und falls es konstant 1 ist sind alle
Elemente von F' nicht in z. Also ist .% eine reaping Familie.

Nun zeigen wir 0 < hom. Fiir X € [w]“ sei fy: w — w die aufsteigende Enumerierung
von X, heiBit f(n) ist das n-te Element von X. Wir zeigen das wen .# homogen ist,
dannist { fx| X € .#} eine dominierende Familie. Sei g € w“. Definiere eine Fabung
mit 7({a < b}) = 0 genau dann wen a # 0 und g(a) < b. Da .# homogen ist existiert
X € % sodass m | [X]? konstant ist. Da F' unendlich ist muss es konstant 0 sein,
andernfalls sei @ € F' minimal und dann wien alle Elemente von F kleiner alls g(a).
Nun haben wir also fiir alle n, 7({ fx(n), fx(n+1)}) = 0. Dies bedeutet insbesondere
0 ¢ F, weshalb fx(n) > n + 1. Dann haben wir

gn+1) <g(fx(n)) < fx(n+1).

Damit gilt fx dominiert g. —



