Axiomatische Mengenlehre Serie 3

Ersetzungs- & Fundierungsaxiom Besprechung am 19. Oktober

10. (a) Definiere mit Hilfe des TRANSFINITEN REKURSIONSTHEOREMSs die Multiplika-
tion von Ordinalzahlen.

Beweis. Definiere fiir jedes o € €2 eine Klassenfunktion F,: V' — V durch

0 falls z = ()
Fu(x) z(f) +« wen x eine Funktion mit Domain § + 1 € Q ist,
a\T) = . . . . . . . .
Uses ©(6)  wen z eine Funktion mit Domain 3 € ) eine Limesordinalzahl ist,
0

sonst

Nach dem transfiniten Rekursionstheorem gibt es eine Klassenfunktion G: 2 —
Vmit G,(8) = F,(Galp) fir alle 8 € €. Wir zeigen G, (3) = a* 3 per Induktion
iiber (5.
Falls 8 = (0 soist G,(0) = F,(0) = 0 = a * 0. Falls § = 5’ + 1 eine Nachfolge-
ordinalzahl ist, gilt

Go(B) = Fo(Golg) = Fu(y = axy)=ax ' +a=ax*f.

Abschlielend falls 5 eine Limesordinalzahl ist gilt
Gal(B) = FalGalg) = Faly = ax7) = [ J(ax7) = axp.
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(b) Definiere mit Hilfe des TRANSFINITEN REKURSIONSTHEOREMs die Exponenti-
ation von Ordinalzahlen.

Beweis. Der Beweis funktioniert fast genau so wie der vorherige. Definiere fiir
jedes o € () eine Klassenfunktion F,: V' — V durch

1 falls z = ()
Fo () z(8)*a  wen z eine Funktion mit Domain 5 + 1 € Q ist,
a\r) = . . . . . . . .
Uses #(6)  wen z eine Funktion mit Domain 3 € 2 eine Limesordinalzahl ist,
0

sonst

Nach dem transfiniten Rekursionstheorem gibt es eine Klassenfunktion G: €2 —
V mit G, (8) = F.(G.lp) fiir alle 3 € Q. Wir zeigen G, () = o per Induktion
iiber .
Falls 8 = () soist Go(0) = F,()) = 1 = o°. Falls § = B’ + 1 eine Nachfolgeor-
dinalzahl ist, gilt

Go(B) = Fa(Galp) = Faly = @?) = xa =dP.

AbschlieBend falls 8 eine Limesordinalzahl ist gilt

Ga(/B) = Fa(Ga|,B) = Fa('y — Cﬂ) = U(av) = Ozﬁ.
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Zeige mit Hilfe des Fundierungsaxioms, dass fiir alle nicht-leeren Mengen z gilt:

) € TC(x)

Beweis. Dax C TC(x) istinsbesondere x # (). Also existiert aufgrund des Fundierungsax-

ioms ein y € TC(X) sodass (y N TC(x)) = (. Wen y nicht leer ist gibe es ein z € y
und da TC(z) transitiv ist wire dann auch z € TC(z)Ny. Alsoist) =y € TC(z). -

Goodstein Sequenzen: Fir n,m € w, wobei n > 2, definieren wir die Basis-n-Repri-
sentation von m wie folgt: Zuerst wird m als Summe von abnehmenden Potenzen von n
geschrieben, danach werden die Exponenten in dieser Darstellung wieder als Summen
von abnehmenden Potenzen von n geschrieben, und so fort.

Zum Beispiel ist die Basis-2-Reprisentation von 266:

9241

22 4 o2l 4 ol

Die Zahl G,,(m) ist wie folgt definiert: Ist m = 0, so ist G,,(m) := 0; sonst ist G,,(m)
die Zahl welche wir erhalten, wenn wir n in der Basis-n-Reprisentation von m iiber-
all durch n + 1 ersetzen, dann 1 subtrahieren und das Ergebnis in der Basis-(n + 1)-
Reprisentation schreiben. Zum Beispiel ist:

33+1 33+1

G(266) = 3% +3%1 431 —1=3"" 4 3% 2

Wir definieren nun die Goodstein Sequenz fiir m, beginnend mit 2, durch: my = m,
my = G2<m0), mo = Gg(m1>, ms = G4(m2), RN

(a) Sei nun my = 266. Schreibe die Zahlen mi, ms, mgs auf und zeige, dass gilt:
mgog < mp < mog < MmMs.

Bewelis.
33+1

my =3 +33M 424,410
my = 44" 44 11~ 3,2 % 10516
my = 5%t 4 53l o 2,5 % 1010921
4

(b) Ersetze in der Basis-(¢ + 2)-Représentation von m; (wobei 0 < ¢ < 3), iiberall die
Zahl ¢ + 2 durch w und betrachte diese Zahlen als Ordinalzahlen i, pt1, fo, 3.

Beweis.
w1
o = w? + ww—i—l +w
w+1
= W + warl 4 )
w—+1
oy = W + warl 4 1

ww+1

g = W 4 ww-ﬁ-l

(c) Zeige, dass gilt: 1o 2 1 2 po 2 ps.

Beweis. Da die ersten zwei Summanden gleich bleiben und der letzte kleiner
wird gilt dies. —



(d) Zeige: Ym € w3k € w(my, =0).

Beweis. Fiir n € w definiere die Funktion f,,: w — (), die jedem k£ € w die
Ordinalzahl zuordnet die entsteht wen man in der Basis-n-Reprisentation von &
jedes n durch w ersetzt. Es gilt f,,(m) < f,(m+1) firallem € w. Seinunm € w
und (my)re, die zugehorige Goodstein-Sequenz. Definiere i, = fri2(my). Es
gilt frio(mg +1) = frp1(mg_1). Um von my_; auf my, zu kommen wird in der
Basis k£ + 1 Reprisentation von my_, alle k 4+ 1 durch k + 2 ersetzt und dann 1
abgezogen, also hat my + 1 die selbe Basis k + 2 Reprisentation wie die Basis
k + 1 Représentation von my_q, wobei k + 2 durch k£ + 1 ersetzt wird, wen wir
also diese jeweils durch w ersetzen bekommen wir die selbe Ordinalzahl. Also

e = frer2(my) < fope(my +1) = fop(mp—1) = pp—1.

Nun haben wir gezeigt, dass p eine streng monoton fallende Folge von Ordi-
nalzahlen ist, mit der Ausnahme das wen p;, = 0 dann sind alle Folgeterme auch
0. Solche Folgen miissen endlich sein, also existiert ein £ € w mit u, = 0. Da
my < g, gilt auch my = 0. =



