Aiomatische Mengenlehre Serie 5

zu den reellen Zahlen R Besprechung am 2. November

Die reellen Zahlen R werden iiblicherweise aus @it Hilfe von Dedekind’schen Schnitten
(oder Auivalenzklassen von Cauchy-Folgen) definiert. Weiter lisst sich zeigen (z.B. mit Hilfe
von Kettenbriichen), dass gilt |R| = Z?(w)|. Die Kardinalitit |R| wird mit ¢ (¢ fiir Continuum)
oder mit 2™ bezeichnet. Insbesondere ist mit dem SATZ VON CANTOR die Kardinalzahl ¢
iberabzéhlbar.

B. Bestimme die Kardinalitit der Menge der

(a) Funktionen [ : @ (9

(b) Funktionen f : @ R,

(c) Funktionen f: R — R,

(d) stetigen Funktionen f : R — R.

Bweis. (a) Da|Q|=w,gilt|[{f| f:Q—>Q}|=w ¥ =2".

®) [{flf: Q= R}|=(29)" =2 =2v.

© [{fI/R=R}| = (29" =207 > 2

(d |{f: R— R| fstetig} | = 2*. Fir f: R — R stetig betrachte f | Q: Q — R.
Falls f | Q = g | Qsoauch f = g, da furalle z € R gilt f(z) = lim f(¢,) =
lim g(¢,) = g(z), wobei (q,), ., eine Sequenz von Rationalen Zahlen ist die gegen
x konvergiert. Deshalb gibt es maximal so viele stetige Funktionen wie Funktionen
von Q nach R, andererseits gibt es mindestens 2“ viele stetige Funktionen, da die
Konstanten Funktionen stetig sind.
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B. Sei V der Vektorraum R iiber dem Korper Q

Zeige mit Hilfe des Auswahlaxioms, dass es eine lineare Funktion f : V' — V gibt,
welche nirgends stetig ist.

Bweis. Aufgrund von Zorn’s Lemma gibt es eine Basis B von R iiber Q. Um dies
zu sehen geniigt es zu wissen das Basen maximale linear unabhingige Mengen sind
und die Vereinigung einer Kette von linear unabhéngigen Mengen linear unabhiingig
ist. Auerdem muss B Kardinalitét groer als w haben. Also finden wir eine Menge von
verschiedenen Elementen {b,| n € w} C B. Sei f: V — V die lineare Fortsetzung von
by, — nby, firn € w,und b — 0, fir b € B\ {b,| n € w}. Wir wollen zeigen das f
nirgends stetig ist. Angenommen f wire an x stetig.

Fall f(z) =0 Dann existiert a < z < ¢ sodass f(y) < 1firalley € (a,c). Sein > 1. DaQ
dicht ist existiert ¢ € Q sodass ¢b, € (a,c). Dann f(gb,) = qf(b,) = qnb, >
an > 1, Widerspruch.

Fall f(z) # 0 Dann existiert a < = < ¢ sodass f(y) # 0 fir alle y € (a,c). Es gibtb € B\
{bn] n € w} und ¢ € Q sodass gb,, € (a, ¢), aber dann f(gb,,) = 0, Widerspruch.
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