
Axiomatische Mengenlehre Serie 5

zu den reellen Zahlen R Besprechung am 2. November

Die reellen ZahlenRwerden üblicherweise aus Qmit Hilfe von Dedekind’schen Schnitten
(oder Äquivalenzklassen von Cauchy-Folgen) definiert. Weiter lässt sich zeigen (z.B. mit Hilfe
von Kettenbrüchen), dass gilt |R| = P(ω)|. Die Kardinalität |R| wird mit c (c für Continuum)
oder mit 2ℵ0 bezeichnet. Insbesondere ist mit dem SATZ VON CANTOR die Kardinalzahl c
überabzählbar.

15. Bestimme die Kardinalität der Menge der

(a) Funktionen f : Q→ Q,
(b) Funktionen f : Q→ R,
(c) Funktionen f : R→ R,
(d) stetigen Funktionen f : R→ R.

Beweis. (a) Da |Q| = ω, gilt | {f | f : Q → Q} | = ω ω = 2ω.

(b) | {f | f : Q → R} | = (2ω)ω = 2ω∗ω = 2ω.

(c) | {f | f : R → R} | = (2ω)(2
ω) = 2(2

ω) > 2ω.
(d) | {f : R → R| f stetig} | = 2ω. Für f : R → R stetig betrachte f � Q : Q → R.

Falls f � Q = g � Q so auch f = g, da für alle x ∈ R gilt f(x) = lim f(qn) =
lim g(qn) = g(x), wobei (qn)n∈ω eine Sequenz von Rationalen Zahlen ist die gegen
x konvergiert. Deshalb gibt es maximal so viele stetige Funktionen wie Funktionen
von Q nach R, andererseits gibt es mindestens 2ω viele stetige Funktionen, da die
Konstanten Funktionen stetig sind.

��

16. Sei V der Vektorraum R über dem Körper Q.

Zeige mit Hilfe des Auswahlaxioms, dass es eine lineare Funktion f : V → V gibt,
welche nirgends stetig ist.

Beweis. Aufgrund von Zorn’s Lemma gibt es eine Basis B von R über Q. Um dies
zu sehen genügt es zu wissen das Basen maximale linear unabhängige Mengen sind
und die Vereinigung einer Kette von linear unabhängigen Mengen linear unabhängig
ist. Außerdem muss B Kardinalität größer als ω haben. Also finden wir eine Menge von
verschiedenen Elementen {bn| n ∈ ω} � B. Sei f : V → V die lineare Fortsetzung von
bn �→ nbn, für n ∈ ω, und b �→ 0, für b ∈ B \ {bn| n ∈ ω}. Wir wollen zeigen das f
nirgends stetig ist. Angenommen f wäre an x stetig.

Fall f(x) = 0 Dann existiert a < x < c sodass f(y) < 1 für alle y ∈ (a, c). Sei n > 1
a
. Da Q

dicht ist existiert q ∈ Q sodass qbn ∈ (a, c). Dann f(qbn) = qf(bn) = qnbn >
an > 1, Widerspruch.

Fall f(x) �= 0 Dann existiert a < x < c sodass f(y) �= 0 für alle y ∈ (a, c). Es gibt b ∈ B \
{bn| n ∈ ω} und q ∈ Q sodass qbn ∈ (a, c), aber dann f(qbn) = 0, Widerspruch.
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