D-MAVT Lineare Algebra II FS 2023
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losungen Serie 8

1. 22 + 2y + 3y? ist eine quadratische Form.
(a) richtig
(b) falsch
Eine allgemeine quadratische Form auf R? ist von der Form
qa :R?2 5 R, (z,9) — (z,y) "A(z,y) = a112? + 2a122y + agy?
fiir eine symmetrische, reelle Matrix A = (a;;). Die Abbildung (z,y) — 22 +

)

xy + 3y? ist von dieser Form fiir A = (

Wl =
[SUINIES

2. 22 + y ist eine quadratische Form.
(a) richtig
(b) falsch

Die Abbildung (z,y) + 22+y ist nicht von der Form aus der vorherigen Antwort.
Somit ist sie keine quadratische Form.

3. 2x1x5 wird durch die Hauptachsentransformation y; = %(xl +x3), Y2 =

%(581 — 29) zur rein quadratischen Form y3 — 3.
(a) richtig

(b) falsch

Es gilt

(ngm)l (;§<x1_@>)2 — 22,2

Daher wird 2x1 x5 durch die Transformation y; = %(xl +x9),Yy2 = %(ml — o)

zur rein quadratischen Form y? — y2. Diese Transformation ist von der Form

Vz2V2
Orthonormalbasis von R?). Daher handelt es sich um eine Hauptachsentrans-
formation.

1 1
y = Tx fiir die orthogonale Matrix 1" = (‘{5 @) (die Spalten bilden eine



4. 2x1x9 = 1 stellt eine Hyperbel dar.
(a) richtig
(b) falsch

Nach der Hauptachsentransformation bei der vorherigen Aussage ist dieser Kegel-
schnitt durch y? — y3 = 1 gegeben. Es handelt sich also tatséchlich um eine
Hyperbel (mit den Asymptoten y; = £ys2).

5. 2x1x9 ist eine positiv definite quadratische Form.
(a) richtig
(b) falsch

Wir haben bei der dritten Aussage gesehen, dass 2x1 x5 nach Hauptachsentrans-
formation zu yf —y3 wird. Diese quadratische Form nimmt daher sowohl positive
wie auch negative Werte an. Sie ist also indefinit und insbesondere nicht positiv
definit.



6. Gegeben sind die quadratischen Formen im R3

a)
b)

(o8 o
~—

Q(z) = 27+ 223+ 323 + 22129,

q(z) = max2+ Tox3 + X173
Man schreibe die Formen in der Gestalt =" Az mit symmetrischer Matrix A.

Man berechne die Eigenwerte und Eigenvektoren von A und fithre die Haupt-
achsentransformation durch.

Sind @ und ¢ positiv oder negativ (semi-)definit oder indefinit?

Sei qp(r) = x" Bx fiir eine nicht symmetrische Matrix B € R™*". Man
bestimme eine symmetrische Matrix A € R"*" so, dass ¢g(z) = qa(x) fiir
alle z € R"™.

Loésung von a)-c) fiir Q:

Es gilt

Q(z) =227 + 222 + 33:% + 1179 + To2w = Z Qi TiT; = ! Az
6, J

2 1 0
firA=|1 2 0
0 0 3

Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte von A mit Entwicklung der Determi-
nante nach der dritten Zeile:

2-1 1 0
det(A—M3) = det[ 1 2=X 0 |=03B=-MN(2-)N2>=-1)
0 0 3-2

= BN —4r+3)=—(A-3)2A—1)=0.

Die Matrix A hat somit den Eigenwert A\; = 3 mit algebraischer Vielfachheit
2 und den Eigenwert Ao = 1 mit algebraischer Vielfachheit 1.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A; = 3 sind gegeben durch

-1 1 0]0 -1 1 010

1 -1 0|0 | — 0 0 00

0 0 0]0 0 0 0|0
1 0

Also ist zum Beispiel 11,10 eine Basis von FEj.
0 1

Die Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 1 sind gegeben durch

1
1
0

O = =

00 11 0]o0
olo | =00 1]l0],
210 00 0]0



-1
also gilt 4 = span 1
0
Fiir die Hauptachsentransformation brauchen wir eine orthonormale Eigen-
basis {t(1), () ¢®3)} von A. Da die oben gefundenen Basisvektoren von Fj
und F; bereits senkrecht aufeinander stehen, brauchen wir sie nur zu nor-
mieren:

1
= L]
V2 o
0
@ = (o],
1
-1
C) R T
V2 \ o
1 1
300 sV~
Somit gilt TTAT = [0 3 0] fir T = % 0 % . Die Hauptach-
0 0 1 0 1 0

sentransformation x = Ty liefert also
Q(z) =a" Az =y TTATy = 3y7 + 3y3 + y3.
c¢) Die Rechnung bei b) hat gezeigt, dass A nur positive Eigenwerte hat. Somit
ist @) positiv definit.
Lésung von a)-c) fiir ¢:

a) Es gilt

1 1 1 1 1
q(z) = §x1x2+2x1x3+2x2x1+2x213+2x3x1+ T3Ty = Za”xlxj =z Ax

fir A =

NI=I= O
= O Nl
(el SIS ST

b) Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte von A mit Entwicklung der Determi-
nante nach der ersten Zeile:

by 1

2

det(A—A3) = det % -A
1 1

2 2

I I

\ |
/N N

> >

+ o+

N = N =
N~ ~—



Die Matrix A hat somit den Eigenwert A; = —% mit algebraischer Vielfach-

heit 2 und den Eigenwert Ay = 1 mit algebraischer Vielfachheit 1.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A\ = —% sind gegeben durch
101 1
5 5 510 1 1 1]0
11
: 7 3 0 ]—-(0 0 00
5 5 5|0 0 0 0|0
-1 -1
Also ist zum Beispiel 11, 0 eine Basis von F_ 1.
0 1
Die Eigenvektoren zum Eigenwert Ao = 1 sind gegeben durch
-1 I 1 -1 1o -2 1 1]0
PR - 0o -3 il )= 01 —-11]0
1 ) i 4
3 % -1 0 T —310 0 0 010

0
0
0
1
Also gilt E; = span 1 .
1

Fiir die Hauptachsentransformation brauchen wir eine orthonormale Eigen-
basis {t(1),+(2) )} von A. Da E; und E_.1 senkrecht aufeinander stehen

2
(wegen der Symmetrie von A), finden wir t() und ¢+(2) durch Anwendung von
Gram-Schmidt auf die obige Basis von £_1 und ¢(®) durch Normierung des

1
. . 2
obigen Basisvektors von Fjy:

-1
o~ L)
V2 \ g
1 1
1 1 —— ——= _1
) 2 )
1 1 \65 {)5 1
o _ 1 j
@) V6 o
1
t(3) i 1
V34
1 1 1 1
L 00
Somit gilt TTAT = (2) Lol fir T = f—ﬁf Di
omi gl = ) ur = \/5 \ég \{g . 1€
0 0 1 0 Z =

Hauptachsentransformation = = Ty liefert also

1 1
glz) =a Az =y TTATy = —5Ul = ¥ -

Die Rechnung bei b) hat gezeigt, dass A sowohl positive als auch negative
Eigenwerte hat. Somit ist ¢ indefinit.



Losung von d):

Es gilt ¢g(z) = 2" Bx = (2 "Bx)T = 2" BT x; denn ¢p(z) ist immer eine reelle
Zahl (oder eine 1 x 1-Matrix wenn Sie so wollen) und beim transponieren passiert
nichts. Damit erhalten wir gg(z) = 3(z"Bx+ 2" B'z) = 2" (3(B+ B"))z.
Somit A=1(B+BT)=AT.



7. Man bestimme durch Hauptachsentransformation und Translation die Nor-
malform der Quadrik

Q={ze R3: 2x%+2x§f:v372x1x2 +4xi03+4x003 —6(21 +22+23)+9 = 0}.

Wie lautet die zugehorige Koordinatentransformation?
Die Quadrik @ ist gegeben durch 2" Az + a2 + 9 = 0, wobei

2 -1 2 —6
A=1]-1 2 21, a=1]-6
2 2 -1 —6

Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte von A durch Entwicklung der Determi-
nante nach der ersten Zeile:
2—-X -1 2
det(A — \3) = -1 2= 2
2 2 —1-=A
= 2-MNAN=X=6)+1-(A=3)+2(2A—6)
A=3)((2=NA+2)+1+4)
= (A=3)(=A2+9) =—(A—3)2(A+3) =0.

Die Matrix A hat somit den Eigenwert A\; = 3 mit algebraischer Vielfachheit 2
und den Eigenwert Ay = —3 mit algebraischer Vielfachheit 1.
Die Eigenvektoren zum Eigenwert A\ = 3 sind gegeben durch

-1 -1 210 1 1 =210
-1 -1 2/0 | —-10 0 0|0
2 2 —410 0 0 00
-1 2
Also ist zum Beispiel 11,10 eine Basis von Ej.
0 1
Die Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = —3 sind gegeben durch
5 —1 210 1 -5 =210 1 -5 =210
-1 5 2|0 | =15 -1 210 | =10 24 1210
2 2 2|0 2 2 210 0 12 6 [0
1 -5 =210
— 0 2 110
0 0 00
-1
Also gilt E_3 = span -1
2

Fiir die Hauptachsentransformation brauchen wir eine orthonormale Eigenbasis
{t(l)7 t®?, t(3)} von A. Da FE5 und E_3 senkrecht aufeinander stehen (wegen der
Symmetrie von A), finden wir () und ¢ durch Anwendung von Gram-Schmidt
auf die obige Basis von E3 und t(®) durch Normierung des obigen Basisvektors



von E_3:

—1
MC) - L 1],
V2 o
1 1
) 2 2 VG VG 1
v = o] -(lo]. [ & = =1{1],
1 1 0 0 1
(2) 1
o = U L),
@] V3,
@ L
V6
-1 1 1
V23 V6
Somit gilt TTAT = [0 3 0] fir T = | -5 5 —5 | Die Haupt-
1 2
O 5B %
achsentransformation x = Ty liefert also
' Ar4+a'z+9 = y TTATy+(—6,—6,—6)Ty +9

= 3y%+3y2 —3y2 — 6V3y2 + 9.

Schliesslich bringen wir die linearen Terme zum Verschwinden durch quadrati-
sches Ergénzen:

302 +3y2 —3y2 —6V3ya +9 = 3P +3(y2—V3)2—9—-3y2+9
3yt + 3(y2 — V3)% — 3y3.

Nach der Translation z = y + ¢ fiir ¢ = (0,—+/3,0)7 ist somit @ durch die
Normalform
24222 =0

gegeben. Es handelt sich somit um einen geraden (Doppel)kegel mit der z3-Achse
als Achse und Mittelpunkt im Ursprung des z-Systems.
Die zugehorige Koordinatentransformation lautet z =y + ¢ =TTz + ¢, also

(1 + 1)
21 = —=(—x1 +x2),
1 \/i 1 2
1
1
zZ3 = %(—1}1 — T+ 2.%'3).



8. Man finde die kritischen Punkte der Funktion
f:R? =R, (z,y)— —12z + 52 — 12y + 32%y + 329 + 5°

und bestimme, ob es sich dabei um lokale Maxima oder Minima oder Sattel-
punkte handelt.

Hinweis: Man wende das Hurwitz-Kriterium auf die Hessesche Matrix an.
Die kritischen Punkte von f sind durch %(x, y) = %(m, y) = 0 gegeben, erfiillen
also die Gleichungen

0

—ai(x,y) = —12+152” + 6y + 3y> = 0,
of 2 2!
6—y(w,y) = =124 3z* 4 6zy + 15y~ = 0.

Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung liefert

1222 — 1292 = 0,

also
(z—y)(z+y) =0
Die kritischen Punkte erfiillen somit z = y oder x = —y.
Im Fall z = y lauten die beiden obigen Gleichungen 2422 — 12 = 0, bzw. dqui-
valent dazu 2% = %, sie haben also die Losungen

1

V2
Im Fall z = —y lauten die beiden obigen Gleichungen 1222 — 12 = 0, bzw.
dquivalent dazu 22 = 1, sie haben also die Losungen

r=y==

r=—y ==l

Die kritischen Punkte von f sind somit (=, L), (=2, —L1), (1, 1), (—1,1).

Weiteres Ableiten liefert die Eintréige derjgl,eszﬁeschen\/f/[’atr\'l/fz
%(m, y) = 30x+ 6y,
IR
82]20(:0, y) = 6z + 30y.
Im kritischen Punkt p; = (%, %) lautet die Hessesche Matrix somit

18v2  6v2
Hf(pl)z(ﬁx/i 18\@)'

Es gilt det H¢(p1) =2-182—2-62 > 0 und (H(p1))11 > 0. Nach dem Hurwitz-
Kriterium ist Hz(p1) also positiv definit und f besitzt in p; ein lokales Minimum.



Im kritischen Punkt ps = (_\/Li’ _\/Li) lautet die Hessesche Matrix

~18v2  —6v/2
Hy(p2) = (—6\/§ —18\/§> = —Hy(p1).

Da Hy(p1) positiv definit ist und Hy(p2) = —Hy(p1) gilt, ist Hy(p2) negativ
definit und f besitzt in py ein lokales Maximum.
Im kritischen Punkt p3 = (1, —1) lautet die Hessesche Matrix

i) = (3 L))

Sie hat also den positiven Eigenwert 24 und den negativen Eigenwert —24 und
ist indefinit. Der kritische Punkt ps ist daher ein Sattelpunkt von f.
Im kritischen Punkt ps, = (—1,1) lautet die Hessesche Matrix

i = (75 )

Sie hat also wiederum den positiven Eigenwert 24 und den negativen Eigen-
wert —24 und ist indefinit. Der kritische Punkt p,4 ist daher auch ein Sattelpunkt
von f.




