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Prof. E. Kowalski Losung 5 FS 2023

Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

5.1. MC Fragen: Konvergente Reihen. Wéhlen Sie die richtige Antwort.
(a) Sei > x, eine konvergente Reihe. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?
(O Die Folge (41 — x,) konvergiert gegen 0.
@ Die Reihe ist genau dann absolut konvergent, falls
Ve > 0,dN e N\Vm >n > N, |z, — z,| < e.
¥. & (x,) ist Cauchy < (x,) ist konvergent # die Reihe ist konvergent.
(O Es gibt C' > 0, sodass

|Tn + -+ 22, <C, VY >0.

(b) Sei (x,) eine reelle Folge, sodass x, < - fiir alle n > 1.

O Die Reihe >t x,, ist konvergent, aber nicht unbedingt absolut konvergent.
b x,=-n.

O Die Reihe 329 z,, ist absolut konvergent. ¥: x, = —n.
@ Die Reihe Y2 y,, ist absolut konvergent, falls |y,| < z,, fir alle n € N ist.

Losung: Sei e > 0. Es gibt Ny € N, sodass [Y0L, 5| <e,VM > m > Ny. Dann
folgendes gilt: Y01, |yn| < S0 L < e, fiir alle M > m > N, woraus folgt, dass
die Reihe absolut konvergent ist.

(c) Seien (z,,) eine komplexe Folge und C' > 0, sodass 2"|z,| < C fiir alle n > 10.
O Der Konvergenzradius der Reihe Y729 x,, ist héchstens 2.

O Die Reihe Y79 ist konvergent, aber nicht unbedingt absolut konvergent.

. . +oo (3\" .
@ Die Reihe n:0(2) x, ist absolut konvergent.

Losung: Die Reihe Y25 37 /22" ist konvergent (z.B. aus dem Quotientenkriterium:
lim,, 4o (371 /2200 /(37 /227) = 3/4 < 1). Es gilt |(3/2)"x,| = (3/2)"x,| <
3" /22" woraus folgt, dass die Reihe absolut konvergent ist.
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5.2. Konvergenzkriterium Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz und
absolute Konvergenz.

+o0 +o0 3 1
Z n(—l)n+1, Z n° +
n® 4+ 3nt +3n3 +2n2 4+ 1

n=0 n=0

E@p (-

> Ur Y

n=0 n=1

Losung: Die Reihe 3729 n(—1)" ist nicht konvergent weil (z.B.) die Folge n(—1)"*1
nicht gegen 0 konverglert Die Reihe > 129 B +§:§ 5757 1st absolut konvergent:
bemerken Sie, dass

n3+1 o2n3 2
0< < — = — Yn > 1
T nh4+3nt+3n3+2n2 +1 n® n?’ =

gilt, und die Reihe 32,72 2/n? absolut konvergent ist. Die Reihe Y, 20 ()2 st absolut

on?
konvergent aus dem Quotlentenkrlterlum.
: (n+1n> 2w (n)*((n +1))* 2% (n+1)
e U E A T E O e
1 2
T kD

n—+too 922n+l1

Aus Satz 2.48 (Leibniz) ist die Reihe 3720
konvergent (1/y/n > 1/n,Yn > 1, und ¥, 1/n dlvergent ist).

5.3. x Komplexe Reihe Sei (z,,) eine komplexe Folge, sodass 3°,%0 z,, konvergent
ist.

a) Zeigen Sie, dass Ny € N existiert so, dass |22| < |z, fir alle n > Nj ist.
(a) Zeig n

Losung: Die Konvergenz der Reihe impliziert, dass z, gegen 0 konvergiert. Sei
Ny € N, sodass |r,| < 1 fiir alle n > Ny. Dann gilt: [22| = |z,|* < |z,| fiir jedes
n Z Ng.

(b) Folgern, dass 3,72 22 absolut konvergent ist, falls >t z;, absolut konvergent
ist.

Losung: Sei ¢ > 0. Die absolute Konvergenz der Reihe >, x,, impliziert, dass N € N
gibt, sodass

M
> |zn| <e, VM >m>N.
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Sei N; := max{Ny, N}. Dann aus Aufgabe 5.3(a) folgt:

M M
Yolzalf < Y fanl <&, VM >m > Ny,
n=m n=m

woraus 3,7%0 x2 absolut konvergent ist.

(c) Zeigen Sie, dass, wenn Y 2% x,, nicht absolut konvergent ist, es sein kann, dass
+oo .20 33 :
> 20 @y divergiert.

Losung: Die Reihe von Aufgabe 5.2 32125 (?/1%” ist konvergent aber nicht absolut
konvergent, und

n=1 n=1 n

divergent ist.

5.4. Konvergenzradius Zeigen Sie, dass der Konvergenzradius der Reihe

+oo (TL')2 "

2 (a)l”

gleich 4 ist. (Hinweis: Benutzen Sie das Quotientenkriterium.)

Losung: Sei x, := (n!)?2"/(2n)! Die Reihe konvergiert trivial, wenn z = 0 ist.
Nehmen wir an, dass z # 0 ist. Wir berechnen den folgenden Limes:

lim o] _ lim ((n+ 1>!)2|Z|n+1 (2n)!
oo x| oo (2(n 4 1)) 2] (nl)?
B T L0 () S )Y P )
n—+oo (2n)!(2n + 1)(2n + 2) (n!)? n—+oo (2n 4 1)(2n + 2)

(54 ) = o
=|z] lim (-4 ———+)="—.
n—+oo\4 = 4(2n 4+ 1) 4
Aus dem Quotientenkriterium, die Reihe

+o00 1\2
()",
n=0 (27’1,)

ist absolut konvergent, falls

el ool L
n—r+00 |xn| n—+00 |In| 4

March 30, 2023 3/4



ETH Ziirich Analysis 1 D-INFK
F'S 2023 Losung 5 Prof. E. Kowalski

wobei |z| < 4. Die Reihe ist divergent, falls

i | T 11 T [ _ 2]
imsup ——— _— =

= = > 1
n—too  |Tn|  motoo x| 4 ’

wobei |z| > 4. Wir haben gezeigt, dass der Konvergenzradius der Folge gleich 4 ist.

5.5. * Wurzelkriterium Fiir jede reelle Zahl x > 0 und ganze Zahl n > 1 existiert
eine einzige Zahl y, sodass y™ = x ist. Wir bezeichnen y = /.

Sei (x,,) eine komplexe Folge, sodass die Folge ({L/ ‘:L‘n‘) gegen ¢ € R konvergente ist.

(a) Zeigen Sie, dass die Reihe >0 x,, absolut konvergent ist, falls £ < 1 ist.

Losung: Sei Ny € N, sodass

Dann gilt /|z,| <+ ({ —1)/2 = (3¢ —1)/2 = q, woraus
2| <¢", Vn =Ny

folgt. Da q < 1 folgt aus dem Vergleichssatz 2.43, dass die Reihe absolut konvergent
ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Reihe Y% x,, divergent ist, falls £ > 1 ist.

Losung: Sei Ny € N, sodass

] 4 <((=1)/2, Yn> N

Dann gilt /|z,| > —((—1)/2= ({+1)/2 = p, woraus
|xn| > pn’ vn 2 NO

folgt. Da p > 1 die Folge divergent ist.
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