D-INFK Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. E. Kowalski Losung 6 FS 2023

Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

6.1. MC Fragen: Doppelte Summation und stetige Funktionen Wahlen Sie
die richtige Antwort.

(a) Sei (anm) eine reelle Doppelfolge. Welche der folgenden Bedingungen impliziert,
dass die folgende Gleichung gilt:

+oo ,+oo +oo , +0oo
Z (Z an,m) - Z(Z Cme).
m=0 ‘n=0 n=0 “m=0
(O Keine Bedingung erforderlich ist. Diese Gleichign ist immer wahr.
(O Wenn eine Kostante C' € R gibt, sodass |a, | < C fir alle n und m.
(O Wenn eine Kostante C' € R gibt, sodass
M

> (ﬁvj nin) < C.

m=0 “n=0

fur alle M und N.
® Wenn eine Kostante C' € R gibt, sodass
M , N
> (Llanal) <.
m=0 “n=0
fur alle M und N.

g Upm =1 wenn n =m, a,,, = —1 wenn n+1 =m, a,,, = 0 in den anderen Féllen
(Beispiel am Seite 36).

(b) Welche der folgenden Bedingungen impliziert nicht, dass f : R — R stetig ist:
O Esgibt C' > 0, sodass |f(z) — f(y)| < Clz —y| fur alle z,y € R.

® Es gibt C' > 0, sodass |f(z) — f(y)| < Clz —yl, fir alle x,y € R mit |z —y| > 1.
b. C =1, f(xr) =0 wenn < 0 und f(z) =1 wenn x > 0.

O Es gibt C > 0, sodass |f(x) — f(y)| < Clz —yl?, fiir alle z,y € R mit [z —y| < 1.

(c) Sei f: R — R eine stetige Funktion. Welche der folgenden Eigenschaften ist
zutreffend:

(O Es gibt xy € R so, dass f(zg) = 0 ist.
(O Wenn (z,,) eine reelle Folge ist, sodass 3720 x, = 2, dann f(2) = 3120 f(x,).

April 8, 2023 1/6



ETH Ziirich Analysis 1 D-INFK
F'S 2023 Losung 6 Prof. E. Kowalski

® Ls gilt

£(0) = Tim f<(_1>n>.

n—-+oo n

k. f(x) =1 fir alle x € R.
(d) Welche der folgenden Aussagen ist richtig.

(O Jede monotone Funktion f : [0, 1] — [0, 1] ist stetig.

O Jede stetige Funktion f : [0,1] — [0, 1] ist monoton.

@® Jede stetige Funktion f : [0, 1] — [0, 1] ist surjektiv, wenn f(0) = 0 und f(1) = 1.
b: f(z) =1 wenn z € QN [0,1] und f(z) =0 wenn z € [0,1] \ Q.

6.2. x Stetigkeit I Finden Sie die Werten a,b € R, sodass die Funktion f: R — R
die durch

2> —ax +b, wenna < —1,
f(x) =1 (a+b)x, wenn — 1 <z <1,
22 +ax—b, wennzx >1

definitert ist, stetig in R ist. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion.

Losung: Die polynomialen Funktionen
fil) =2 —azx +b, folx)=(a+bx, [f3(r)=2"+ar—0b,
sind stetig in R (Korollar 3.2.7). Folgendes gilt

) = B ) = ) 4170V
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Hier ist eine Skizze der Funktion f. Gepunktete sind die Funktionen f;, fo und f;.
Y

6.3. Stetigkeit II Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen in angegebenen Gebiet
stetig sind.

D =R, f(z)=-exp(exp(z®—2)),
1 1

Losung:. Die Funktionen x +— (2 —2) und z +— exp(z) sind stetig in D = R (Korollar
3.2.7 und Satzt 3.6.1). Aus Satzt 3.5.1, folgt dass f(x) = exp(exp(a® — 2)) stetig in
D =R ist. Aus Korollar 3.2.5 folgt in &nlicher Weise, dass f(z) = + + m stetig
in D =]0, +-00[ ist, weil die Funktionen x — x und x — (exp(x?) + 1) nicht gleich 0

in D sind.

6.4. Grenzwerten Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

nganoo en?/(n?+1) + 3’
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Losung: Sei a,, = Zifﬁ fiir alle n > 2. Diese Folge ist wohldefiniert weil n® — 6 > 0

fiir alle n > 2. Dann es gilt

342
lim an:limn+ = lim (l—i— 8 )zl.
n?—6

n—+o00 n—+oo n3 — 6 n—+o0

Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion und Satzt 3.2.4 folgendes gilt:

ngrfoo e(n’+2)/(n*=6) _ nggloo ein — ol — o
Sei
() 61/(1+€1’2) T3
sodass
o1/ el/n

f(1/n) = cl/(+1/n?) 13~ en?/(nt1) 1 3’

Dann f(z) ist eine stetige Funktion, und darauf
el/n 1
lim —————= lim f(1/n)= f(0)=

n—-+o0o enQ/("Q""l) +3 n—-+o0o e+ 3 '

6.5. Stetigkeit III Seien / C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion.
Sei xy € I, sodass f(zg) > 0 ist. Zeigen Sie, dass § > 0 existiert, sodass f(x) > 0,
wenn |z — xo| < 9 ist.

Hinweis: Anwendung der Definition der Stetigkeit mit einem gut gewdhliten € > 0.

Losung: Fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass fiir alle z € I die Implikation
|z — x| <6 = |f(x0) — f(2)] <e,

gilt. Nach dieser Definition folgt, dass
|x — x| < 6= f(xg) —e < f(z).

Es geniigt € = f(20)/2 zu wéhlen, um
0< f(zo)/2 < f(x) falls |z — zo| <,

Zu zeigen.

6.6. x Folgen und Funktionen Sei f : [0,4+00[— R die Funktion die durch
f(z) = vz + 1 definiert ist.
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(a) Sei zg € [0, +00]. Zeigen Sie, dass

|f(z) — f(wo)| < |2 — 20,
far alle x > 0.

Losung: Es gilt

Ve +1+4+rg+1

If(ﬂf)—f(:vo)!=|\/$+1—V5”0+1|:|<\/x+1_‘/x0+1)\/x+1+¢x0+1
_ (x+1)—(x0+1)‘: |7 — > |z — 20|
Ve+1+Voo+1| [Ve+1+Voo+1] ~ o

(b) Ableiten Sie, dass f stetig ist.
Losung: Es gentigt 0 = ¢ in der Definition der Stetigkeit wéhlen.
(c) Zeigen Sie, dass f streng monoton wachsend ist.

Losung: Sei x < xy. Wir zeigen, dass f(x) < f(xo):

B - N s Vo414 oo +1
flx) = flzo) =Ve+1—Vae+1=(Vr+1 \/0+1)\/x+1+\/x0—|—1
C(z+1) = (zo+ 1) xr — X

= = < 0.
Ve+1l+vVog+1 Vae+1l+zg+1

(d) Die reelle Folge (a,) sei rekursive gegeben durch

a; = 2,
ani1 = f(a,), firn>1.

Zeigen Sie, dass die Folge (a,) wohldefiniert (a, > 0 fir alle n € N) und monoton
fallend ist.

Losung: Die Zielmenge der Funktion f(x) ist eine Teilmenge des Intervall [1, +00),
weil f monoton wachsend ist, und f(0) = 1. Es folgt, dass

1 < an,

fir jedes n € N. Es gilt: a1 —ay = 2 — f(2) = 2—+2+4+1 > 0. Das ist der
Induktionsanfang. Jetzt zeigen wir

ap-1—ap 2 0= a, —a,1 >0, Vn>2.
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Die Funktion f(z) ist monoton wachsend, dann

Ap — Apy1 = f(an—1> - f(an) 2 07

da a,_1 > a, aus Induktionsvoraussetzung. Wir haben gezeigt, dass a,, monoton
fallend ist.

(e) Zeigen Sie, dass (a,) konvergent gegen einen Grenzwert ¢ € R ist, und dass die

Gleichung ¢ = /{ + 1 gilt.

Losung: Die Folge ist monoton fallend und nach unten beschréankt, dann kovergiert
es mit Grenzwert . Da f(x) stetig ist, es gilt

(= lim a,= lim a,4; = lim f(a,) = f(f) =vVI{+1.

n—+oo n—+oo n—+o0o

(f) Den Wert von ¢ ableiten.

Losung: Die Gleichung ¢ = /¢ + 1 impliziert, dass ¢ = 1+2‘/5. Das ist der Goldener
Schnitt.
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