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Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

7.1. MC Fragen: Stetige Funktionen Wéhlen Sie die richtige Antwort.

(a) Sei (f,) eine Folge von Funktionen f : R — R, sodass (f,,) gleichméssig in R
gegen f konvergiert.

® Die Funktion f ist stetig, falls f, stetig fiir alle gerade n > 2 ist.
O Die Funktionfolge (f2) konvergiert gleichmaissig. ¥: f,(z) =z + 1/n.

(O Die Funktion f ist strikt monoton wachsend, falls f,, strikt monoton wachsend
fur alle n ist. ¥: f,(z) = g(x)/n, mit g : R — (=1, 1) strikt monoton wachsend.

(O Mindestens eine der Funktionen f, ist stetig, falls f stetig ist. ¥: f,(z) =1/n
wenn x < 0 und f,(z) = —1/n wenn = > 0.

(b) Sei f:]0,1] — R eine stetige Funktion.
(O Wenn f(z) # 0 fur alle z € [0,1], dann gibt es N > 1, sodass f(x) > 1/N fir
allez € [0,1]. ¥: f(z) = —1.

O Wenn f(0) =1/2 und f(1) = 1/4, dann gibt es z €]0, 1, sodass f(x) < 1/4. ¥:
flz)=1/2—=z/4.
® Wenn f(0) <1 und f(1) > e, dann gibt es x € [0, 1], sodass f(z) = €”.
(c) Sei f:[0,1] — [0, 400[ eine beliebige Funktion.
(O Die Funktion f ist monoton, wenn f bijektiv ist. ¥: Monotone und bijektive
Funktionen sind stetig, aber es gibt keine stetige Bijektion [0, 1] — [0, +00).
® Die Funktion f ist nicht bijektiv, wenn f stetig ist.

(O Die Funktion f ist stetig, wenn f monoton ist. ¥: f(z) = x wenn z < 0,
f(z) =2 +1 wenn z > 0.

7.2. % Existenz von Losungen Zeigen Sie, dass die folgenden Gleichungen min-
destens eine reelle Losung in dem angegebenen Bereich haben. Finden Sie fiir jede
Gleichung ein begrenztes Intervall in dem die Losung gehort.

e =vVr+2, x>0,
t—x—-12=0, z<0,
¥ —=2x=0, x>1,
re* =1, 0<ax<l.
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Hinweis: Anwenden Sie den Zwischenwertsatz in einem passenden Intervall. Fir die
erste Gleichung kann man verwenden, dass €* > x fiir alle x > 0.

Losung: Sei g(x) = e* —y/z —2. Die Funktion ¢ ist stetigin > 0. Ause ~2.71 < 3
und e* > z, Vo > 0 folgt

gl)=e—-1-2<0, g(4)=¢€"—Vi-2>4-Vi-2=0.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass zg € [1,4] gibt, sodass g(xy) = 0. Das is
dquivalent zu e™ = ,/Tg + 2. Die Funktion z* — x — 12 ist stetig in R und es gilt

(=2 = (-2)-12=6>0, (-)*—=(-1)—-12=2-12=-10<0,
woraus
3o € [-2,-1]: x5 — 29 — 12 =0,
folgt. Der Wert = 2 erfiillt die Gleichung x* — 2x = 0. Fir die letzte Gleichung,

sei g(x) = we® — 1. Diese Funktion ist stetig in R. Nach ¢(0) =0—1 = —1 und
g(1) = e—1 > 0 folgt, dass zo €]0, 1] existiert, sodass xoe™ = 1.

7.3. Zwischenwertsatz Sei f :[0,1] — [0, 1] eine stetige Funktion. Beweisen Sie,
dass es x € [0, 1] gibt, sodass f(z) = =.

Losung: Sei g(z) = f(xz) — 2. Dann ist ¢ : [0,1] — R eine stetige Funktion. Aus
f(z) € ]0,1]Vz € [0, 1] folgt

9(0) = f(0)=0=0, g(1)=f(1)-1<1-1=0.
Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es zo € [0, 1] existiert, sodass g(x¢) = 0. Woraus

f([[‘o) = Xy fOlgt

7.4. Eine besondere Funktion Sei f : R — R eine stetige Funktion, sodass
f(z) = f(2x) fir alle z € R.
(a) Zeigen Sie, dass f(x) = f(z/2") fir alle n € N.

Losung: Sei n € N. Dann es gilt

f@/2m) = fQ2(x/27) = f(2*(x/2") = -+ = f(2"(2/2")) = f(2).
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(b) Folgern, dass f eine konstante Funktion ist.

Losung: Sei z € R. Die Folge (z,,) definiert durch z, := x/2" konvergiert gegen 0.
Aus Aufgabe 7.3.(a) es folgt, dass

f(@) = f(x/2") = f(zn).
Durch die Stetigkeit der Funktion f es gilt

lim f(z,) = f( lim =,) = f(0),

n—400 n—+400

woraus f(x) = f(0) fur alle z € R.

7.5. Gleichmissige Konvergenz Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionfolgen in
dem gegebenen Bereich gleichmassig konvergenten sind. Finden Sie die Grenzwerten.

Losung: Die Funktionfolge f,(z) = x/n* + x + 1 konvergiert punktweise gegen
flz) =z +1:
lim <x+:17—|—1> = lim (:c) +r+1=x+1.
n—+o00 n2 n——+oo n2

Wir zeigen, dass f,, gegen f gleichmiéssig konvergiert. Fiir alle e > 0 sei N = ¢~ /2 41.
Dann

[ful@) = f@)] =lz/n* + 2+ 1= (@ + 1) = [a/n’| < 1/n* <1/N? <,

Vn > N und Vz € [0, 1] gilt. Sei gix(z) = %z Dann

ekx

fula) = 30 5 = Y aulo)

Wenn Vz € [0,1],k > 1, |gu(x)] < ¢ und 372 ¢, konvergiert, impliziert Satzt 3.7.9,
dass f,(z) gleichméssig gegen die punktweise Grenze

+oo Jkx (ez)k
!

+00 e oo
[ =Y o) =Y fr=-1+3
k=1 n=1 : n=0

=ef —1
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konvergiert. Die Funktionfolge (gx) erfiillt die Hypothese:

e k ek
@)=L < —a. veel)

und

+oo Jk

+o0 e
ch:—1+2—':ee—1.
k=1 iz K

7.6. x Punktweise vs Gleichmaissige Konvergenz Sei (f,,) gegeben durch

1 + n2z?
n = T N9» > 07
konvergiert.
(a) Zeigen Sie, dass die Funktionfolge punktweise gegen f(z) = 1 konvergiert.

Losung: Sei z > 0 beliebig. Dann

, _ 1+ n22? 14+ n22? 4 2nx — 2na
lim f,(z)= lim ——— = lim
n——+o0o n——+00 (1 + nx)Q n—+00 (1 + nx)Z
1 2_9 2
N L i L R T L
n—too (14 nx)? n—+oo (1 + nx)?

(b) Zeigen Sie, dass diese Konvergenz nicht gleichmaéssig ist.

Hinweis: Berechnen Sie f,(x) — 1, und finden Sie x,, > 0, sodass fn(x,) — 1 nicht
gegen 0 konvergiert.

Losung: Es gilt

2nx

fn(x)—lzl—m.

Sei (z,,) durch x, = 1/n definiert. Dann

2 1 1

fn(xn)—lzl—m:1—2 5

die nicht gegen 0 konvergiert.
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