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8.1. x Trigonometrische Funktionen
(a) Berechnen Sie cos(5z) als Kombination von Potenzen von sin(z) und cos(x).

Losung: Es gilt aus Satz 3.8.2 Punkt (4), dass cos(z + w) = cos(z)cos(w) —
sin(z) sin(w) und sin(z + w) = cos(w) sin(z) + sin(w) cos(z). Insbesondere cos(2z) =
cos?(z) — sin?(z) und sin(2z) = 2sin(z) cos(z). Dann
cos(bx) = cos(x + 2(2x)) = cos(z) cos(2(2z)) — sin(x) sin(2(2x))
= cos(z)(cos?(2 ) — sin?(22)) — 2sin(z) sin(2x) cos(2x)
:c)((c — sin®(z))? — 4sin®(z) cosQ(sc))
— 4sin(x) sin(z )COS( )(COSQ(ZE) - sin2(x))

= cos(x (c ) +sin*(z) — 6sin?(z) 0032(95)>

—4 81112(1;) cos(z) (C082<x) - sin2(1:)>

= cos’(x) 4 5 cos(z) sin*(z) — 10 cos® () sin?(z).

(b) Berechnen Sie sin(x)% als Kombination von sin(kz), cos(kx) wobei 0 < k < 5.

Losung: Aus Satz 3.8.2 Punkt (3) folgt, dass

5 B el _ o5 B <€ix _ e—iw>5
sin’(z) = ( 5 ) = 2
eSiw _ e—5ia: _ 5e3ix + 56—3iw + 106”3 _ 1Oe—ix

324
sin(5x) — 5sin(3z) + 10sin(x)
16 '

8.2. x Operationen und Grenzen Seien f, g zwei Funktionen von |a, b] nach R.

(a) Zeigen Sie, dass
lim(f(z) +g(z)) =a+ 5, lim f(z)g(z) = af

r—a Tr—a
existieren, wenn lim, ., f(z) = o und lim,_,, g(x) = [ existieren.
Hinweis: Anwenden Sie das Kriterium fiir Grenzwerte mit Folgen.

Losung: Aus Bemerkung 3.10.4 es folgt, dass ¢ der Grenzwert von eine Funktion
F : D — R fiir v — zg ist, genau dann wenn lim,_,, f(a,) = ¢ fiir alle Folgen
a, — xo. Sei (a,) eine beliebige Folge in |a, b], sodass a,, — a. Durch Annahme ist
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bekannt, dass die Folgen (f(a,)) und (g(a,)) gegen o und S konvergieren. Aus Satz
2.1.8 (Operationen und Grenzwerten fiir Folgen) es folgt, dass (f(a,) + g(a,)) gegen
a + (3 konvergiert, und (f(a,)g(an,)) gegen aff konvergiert. Da die Folge (a,,) beliebig
ist, folgt die Aussage.

(b) Zeigen Sie, dass
lim f(z) = 0,
wenn lim, ,, g(z) = 0 und |f(x)| < |g(z)| fiir jedes = €]a, b].
Losung: Aus Annahme
Ve > 030 > 0Vz €la,d[: [g(x)] < e.
Dann gilt das Gleiche fur f(z), da |f(z)| < |g(z)| es folgt
Ve > 030 > 0Vz €a,o[: |f(z)] <&,

das heift lim,_,, f(z) = 0.

8.3. Polynomdivision und Grenzen 1 Zeigen Sie, dass fiir alle ganze Zahl d > 0
und alle reelle Zahlen wuy, ..., uq Folgendes gilt:

u u
lim <u0+1+---+2>:u0.
x x

Tr——+00

Losung: Man soll zeigen, dass

Uq

Ve >0d6 >0Ver >4 <u0+u1+~--—|—d>—uo <e.
x x

Seid =1+ |“1+€7+“d‘ Insbesondere 6 > 1 impliziert, dass =% < z fiir alle > 4,
¢ > 1. Dann gilt
Uq

Uy
‘(u0++~~+d)—uo
T T

Uq

< |u1—|—---—i—ud| < |u1+'('5-—|—ud| < e
x

Uy
:’+...+
T

xd

8.4. x Polynomdivision und Grenzen II Seien d > 0, e > 0 ganze Zahlen. Die
reellen Polynomen p(x), q(z) seien gegeben durch
p(r) = agz® + - + a1 + ag,
q(z) = bex® + - 4+ bz + by
wobei ag # 0, b # 0. Sei D = {x € R: q(x) # 0} und f : D — R die Funktion

f(z) = p(z)/q(x). Man beachte, dass D alle reellen Zahlen aufler endlich vielen
enthalt.
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(a) Zeigen Sie, dass lim,_, . f(z) existiert, und dass Folgendes gilt

400, falls 224 >0 und d > e,

be
— falls ¢ < 0 und d >
lim f(x) oo, falls 3 un e,
x—r+00 0, falls d < e,
Lt falls d = e.

Hinweis: Verwenden Sie die gleiche Methode wie fiir den Grenzwert p(n)/q(n) aus
dem Unterricht und der vorherigen Ubung.

Losung: Fiir x € D man kann schreiben

fa) = dee@dt aqg_1/T+ -+ +ag/z? _ gded, 1+ ag1/(aqx) + -+ + ao/ (agz?)
be +be_1/x + -+ by /x® be 1+be1/(bex) + -+ +bo/(bexe)

Seien x7 < xy < --+ < x4 reelle Zahlen, sodass D = R\ {z1,...,zs}. Da 2 — 400,
kann man davon annehmen, dass x > x,.

— Fall d = e: Aufgabe 8.3 impliziert, dass

.« .. d
lim f() = 2 f LT/ (0a) T ¥ ao/(aar)  aa

be w=+00 1+ be_y/(bex) + -+ 4 bo/(bex®)  be

— Fall d < e: Aufgabe 8.2, Aufgabe 8.3, und 297¢ — 0 implizieren, dass

1 B . d
li f(z) = 2l _gi-ett o/ (0a) oo ¥ o/ (o)
z—-+o0 b, =400 1+ be_1/(bex) 4+ -+ + by / (bexe)
— Fall d > e: Sei M > 0. Aus Aufgabe 8.3 existiert es d; > x,, sodass

1+ aq_1/(agz) + -+ aog/(aqx?) 1l < 1
1+ be1/(be) + - - - + bo/ (bex®) 2

Wenn a4/b. > 0 gilt es

T >0 =

x>0 = f(z)> %xd’e(l —1/2) = ;bd zhe,

Sei § := max{d;, (2b.M /ay)*/ @)}, dann
r>d= f(x)> M.

Dies Zeigt, dass lim, 4o f(2) = +00. Wenn §¢ < 0, definiert man p(z) = —p(z).
Nach dem vorherigen Fall, Folgendes gilt

lim p(z) = lim p) =

n—-4o00 q(g;) n—-4o0o q(gj) o
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(b) Nehmen wir an, dass by = 0 und b; # 0 sind. Insbesondere ist ¢(0) = 0, und daher
0 ¢ D. Zeigen Sie, dass lim,_,o f(z) existiert, wenn x > 0 ist, und dass Folgendes gilt

+o0, falls 3% >0,

glcigé f(z) ={ —oco, falls 32 <0,

z>0 o falls ag = 0.
Losung:

— Fall ag = 0: Aufgabe 8.2 impliziert, dass

ad:td+---—|—a2x2—|—a1x

r(agrd™t 4+ -+ agx + ay)

bex 4 -+ + b2 + bz

wenn x — 0.

— Fall 2 >0: Sei 0 <y; <--- <y, sodass DN (0, +00) = (0, +00) \ {y1, ..

Es gilt

I<bexe_1 + -+ bQI + bl)

adaUd*1 + -4 agr + aq aq

agz? + -+ ax + ag -

%7
bexre=1 + -+ + box + by by

1 agr?+ -+ a1z +ag

J(w) = bew® + -+ + by

T bl 4 byx + by

_agagr® M ag+ -+ arfag +1/x

n b1 be.Ie_l/bl ++bzl’/b1 +1 .

Sei M > 0. Es gibt 0 < é; < y;, sodass

1
O<z <51 = |(be$6_1/b1+"‘+b2$/bl+1)—1| < 5

Dies ist aquivalent zu

1
|(bez® /by 4 - + by /by + 1) — 1] < 3

1

1
@—5 < (be$e_1/b1+"'+b2$/b1+1)—1 < 5

1
<:>1—§<be$e_1/bl+"’

2 1
<:>7

1
+b2$/b1+1<1+§

2.

Sei 0 < 9y < 41, sodass

0<z<dy=|(agr?/ag + -

< <
3 bexe_l/bl—f—---—l-ng/bl—l-l

1
“‘*’(11/610) —al/ao\ < 5

. 7y2}-
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Dann

2@0 ap 1 1
O<x<d = > — ( - = )
o ! f(l') 3b1 Qg 2 + X

Fiir § = min{ds, (3b1M/(2a¢) — a1/ag + 1/2)7'}, Folgendes gilt
0<xz<d= f(z)> M.
Dies Zeigt, dass limmﬁg f(z) = +oo.
x>

— Fall §* < 0: Man definiert p(z) = —p(z). Nach dem vorherigen Fall

lim f(z) = —limzM = —00
5 58 al)

8.5. Grenzwerten Bestimmen Sie den folgenden Grenzwerten.

. —a® 423+ cos(x) + e "
lim

a—-+o0 a4+ 1
i leos(a)
x—0 x
x>0

Losung: Es gilt fir z > 0

cos(z) + e
S5zt 41

_ |cos(x) +e77| < |cos(z)| + |e™"| < 2
o bet+1 T bat+4l T hrt 4l

das heifit

lim cos(z) +e*

=0.
r——+00 55(;4 +1

Aufgabe 8.4 (a) impliziert, dass

—° + 23

z—+oo Hrd 4+ 1

Die Kombination der beiden Ergebnisse zeigt, dass

. x4 a2+ cos(z)+e"
lim = —00.
oo bt + 1
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Man zeigt, dass limm_>8 W = 4o00: Sei M > 0. Da cos(z) stetig ist, fiir alle ¢ > 0
x>

gibt es 071 > 0, sodass
0<z<d = |cos(z) —1] <e.

Insbesondere, gibt es 9; > 0, sodass

1
0<x<51$|cos(x)—1|<§.

Das heifit 1/2 < cos(z) < 3/2. Dann

1
0 <z < min{dy, M/2} = [cos()l = cos(x) > 5o 2
T T

8.6. Existenz der Grenzwerten Sei f :]0, +oo[— R gegeben durch f(z) = sin(1/x).
(a) Zeigen Sie, dass lim,_,o f(x) existiert nicht.

Hinweis: Finden Sie zwei Folgen (a,), (b,) die gegen 0 konvergieren so, dass

lim,, f(a,) # lim, f(b,).
Losung: Seien (a,) und (b,) gegeben durch

1 1
an = —, n

nm T /24 2nm
Dann a, und b,, gegen 0 konvergieren, aber
ngllloo f(an) - ngl}rloo Sln(nﬂ-) - nggloo 0= 07

und

lim f(b,) = nl_lgli_loo sin(w/2 4+ 2n7) = lim 1=1.

n—-+o0o n—-+oo

(b) Zeigen Sie, dass

limzf(xz) = 0.

z—0

Losung: Bemerken Sie, dass |zsin(1/z)| < |z|, und lim, ,o|z| = 0. Aus Aufgabe
8.2.(a) folgt es, dass = f(z) — 0.
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