D-INFK Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. E. Kowalski Losung 11 FS 2023

Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

11.1. MC Fragen Wihlen Sie die richtige Antwort.

(a) Welches der folgenden Polynome ist das Taylorpolynom der Ordnung 4 der
Funktion f(x) = zlog(x)? in x = 17

O 0
® (r—1)°
O (z—1)°
O (z-1)?

(b) Sei f:]0,1] — R eine Funktion. Welche der folgenden Aussagen gilt?
@ [ differenzierbar = f stetig = f integrierbar.
O f integrierbar (= ¥: f(x) = |z|) f differenzierbar = f stetig.
O f stetig (= ¥: f(x) = |z|) f differenzierbar = f integrierbar.
(O Nichts davon ist richtig.

(c) Sei f:]0,1] — R eine stetige Funktion. Wir nehmen an, dass f(z) < 3 fiir alle
x € [0, 1] ist. Welche der folgenden Aussagen gilt?

O fy f@)dz>0.¥: f(z)=—1.
O fo fx)de <1. % f(z) =3.
® /! f(z)dx < 3t fiir alle t € [0,1].
Losung: [i f(z)dz < [{3dx = [3z]}, = 3t.

11.2. Taylorpolynom Berechnen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 3 in x = 0
der Funktion

F(x) = log(1 +12).
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Losung: Man soll berechnen f(0), f/(0), £/(0), £ (0):
f(0) =log(1) =0,

2x
/ . —
f(O) - 1+l‘2 :1::0_07
£7(0) = 2(1 + x?) — 422 _ 1—a? 5
(1+ x2)? =0 (14 22)? =0 7
£9(0) = 2—256(1 + 2?)? — 4z (1 — 2?)(1 + 2?) 0
(1 + 33'2)4 x=0 .

Das Taylorpolynom der Ordnung 3 der Funktion log(1 + x?) ist gegeben durch

" (3)
i IO SO0

f(0) + £(0)

11.3. Hohere Ableitungen I Sei f(z) = arctan(z), z € R.

(a) Erklaren Sie, warum f eine glatte Funktion ist.

Losung: Aus Korollar 4.1.12. ist arctan(x) = tan™!(x) differenzierbar. Nach Beispiel
4.2.6. Punkt (3) ist die Ableitug von f stetig und gegeben durch

1

S 1422

Da 1 + 22 eine glatte Funktion ungleich null ist, nach Satz 4.3.5. ist arctan’(z) =

1/(1 + 2?) glatt, und daher ist arctan(z) glatt.
(b) Berechnen Sie f’, f” und priifen Sie, dass

3)(p) — 62> — 2
f ( ) (1+[E2)3

arctan’(x)

ist.

Losung: Es gilt aus Beispiel 4.2.6. Punkt (3)

1
tan' () = ———.
arctan’(x) a2
Dann,
Loy —2x
arctan” (z) = (1—{—3:2> _ Tre
2\2 2 2 9 9
arctan® (z) = (—2x>’ _ 20+ 82?1447 24227 8
(1 + oy (142" 1+ o)
_ 62* -2
(14 22)3
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(c) Berechnen Sie ™ (x) und seine Nullstellen, um die Extremalstellen von f®) in
[—10, 10] zu bestimmen. Folgern, dass

[fP (@) <2

fur alle z € [—10, 10].
Losung: Es gilt:

2 _ ! 2\3 __ 2 22
arctan® (z) = ((635 23) _ 122(1 4 2%)® — 62(62° — 2)(1 + 2?)

1+ 2?) (14 22)8
B 122 + 122°% — 3622 + 12 B —24x3 + 24z _ o4 x— a3
Bl (1+a2)4 T (Ta)t T (L)t

Dann
fAa)=0er-2*=0s2c{-1,0,1}.

Wir bemerken, dass f*(z) > 0 falls z €] — oo, —1[U]0, 1[ und f®(z) < 0 falls
x €]—1,0[U]1, +oo[. Das bedeuted, dass x = 0 ein (lokales) Minimun, und z € {—1,1}
globale Maximum sind. Da

FO0) =2, fO(-1)=1O01)=1/2,

und

1
fO@) =0, Jz| =3,
ist # = 2 ein globales minimum. Dann, —2 = f®)(2) < fO(2) < fO(1) =1/2 =
[fO ()] < 2.

Der graph der Funktion f®)(x)

~a fP(@) <0 \\\ /// D@y =0 A

\ /
N
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(d) Bestimmen Sie eine rationale Zahl ¢, sodass |f(1/2) — ¢| < 1/10 von f®(z).
Hinweise: Verwenden Sie die Taylor-Approximation der zweiten Ordnung in x = 0.

Losung: Nach Punkt (a), ist f glatt. Das Taylor-Approximation der zweiten Ordnung
lautet wie folgt (Korollar 4.4.6.): fir alle z € [—10, 10] gibt es ¢ in [—|z[, |z|], sodass

@) = £0) + 7+ L2 20,0

Nach Punkt (b) man kann berechnen:

Sei ¢ = 5. Nach Punkt (c) folgt, dass

()
6

If(1/2) = 1/2] = [1/2 + (1/2)* —1/2| =

11.4. x Hohere Ableitungen IT Sei f : R — R eine glatte Funktion. Wir nehmen
an, dass eine reelle Zahl M > 0 gibt, sodass

[f ()| < M
fur alle n > 0 und =z € R ist.

(a) Fur n > 0 definieren wir

Zeigen Sie, dass die Potenzreihe
“+o0o
S e
n=0

konvergent fiir alle x € R ist.

Losung: Fir alle k£ > 0 gilt es

<Z\an|| |"—Z'f Ol < ary- B < e,

nOn

Es folgt, dass die Reihe absolut konvergent fiir alle x € R ist.
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(b) Fiir x € R und k£ > 0 zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

M|:L‘|k+1
(k:+ -

‘ Z a, "

Losung: Dies ist eine Folge des Taylor-Approximations (Satz 4.4.5): es gibt £ €
[—|z], |z]], sodass

M|x\k’+1
= (k+ 1)

k
|f(£L’) — Z:Oana:

(k+1)
‘f E) ke

(c) Ableiten Sie, dass
+oo
= Z anx"
n=0
fir alle z € R.

Losung: Nach Punkt (c), fir alle z € R gilt es

k

-3
n=0

Dies zeigt, dass f(z) = {25 a,a™ ist.

) M|1E|k+1
< lim

lim |f(x) T —

k——+o0

(d) Nennen Sie ein Beispiel fir eine Funktion ungleich Null, die die Annahme fir
einige M > 0 erfillt.

Losung: f(z) = cos(x) oder f(x) = sin(z) mit M = 1.

11.5. Gleichmissige Stetigkeit Sei f(z) = 2? fiir z € R. Berechnen Sie
f(n+1/n)— f(n)

und folgern, dass f nicht gleichmaéssig stetig ist.

Losung: Es gilt
f(n+1/n)—fn)=(n+1/n)?*—n>=n*>+2+1/n—n">=2+1/n.

Fir alle § > 0, sei n € N, sodass 1/n < §. Seien x = n + 1/n und y = n. Es folgt,
dass

-yl =2 <8 |f(@) ~ fw)l =12+ 1/n] > 2
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Deshalb ist die Funktion f nicht gleichmassig stetig.

11.6. Stammfunktionen Bestimmen Sie die Stammfunktionen der folgenden
Funktionen:

f(z) = log(z),
f(x) =2 -2z +1,
f(@) = zexp(a?).

Hinweise: Fir den ersten Fall kann man mit der Berechnung der Ableitung von
xlog(x) beginnen.

Losung: Man berechnet

(zlog(z)) = (x)"log(z) + z(log(z))" = log(x) + 1.
Da (z)" =1 folgt, dass

log(z) = (zlog(x)) — 1 = (zlog(x) — z)".

Fur n € N ist die Stammfunktion von z™

:L.n+1

4+ Konstante.
n

Es folgt, dass 2% — 2z + 1
. 1;4 !
-2 +1= (4—w2+x> :
Da (exp(x?))’ = 2z exp(z?), gilt es

zexp(z?) = (ezz) /.

11.7. Integrale Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 1 d
/o 1+ a2 v

/3(:10 —1)*dx

2
4

/ e’ dx.
3
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Losung: Es gilt

1

= arctan(l) — arctan(0) = %
0

L1
/o 22 dx = arctan(x)

Die Stammfunktion der Funktion (z — 1)* ist (z — 1)/5, und daher

(z—1)°

3 3
/(:c—l)4dx: _3l
2 o}

2 5

Die Stammfunktion von e* ist e, und

4
/ e dr =¢e"
3

4
= 64 —63.
3
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