D-INFK Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. E. Kowalski Losung 12 FS 2023

Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

12.1. MC Fragen Wihlen Sie die richtige Antwort.

(a) Welche der folgenden Gleichungen ist richtig?
O [f@*)de=2]f(y)dy
® [uf(x?)de =1 f(y)dy
O [f(a*)dz =2 [yf(y)dy

(b) Welche der folgenden Gleichungen ist richtig?
O [, f(@)g(x) dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) = [} f'(2)g () dx
O [i f(@)g (x) dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) + [; ['(x)g(x) do
® |, ['(x)g(x)dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) - [, f(x)g'(x) dv

12.2. Partielle Integration Berechnen Sie

/ab log(z) dx

durch Partielle Integration, fiir alle a,b > 0.

Losung: Es gilt

/ab log(x)dz = | 1 log(a) dr = / (@) log(x) da

= zlog(x)

b
= blog(b) — alog(a) — | ldx

a

= blog(b) — alog(a) — (b —a)
= b(log(b) — 1) — alog(a) — 1).
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12.3. Berechnung von Integralen Berechnen Sie die folgenden Integralen:

T 22 +1
[y,
0o 24+x+1

1
/ ttan(t?)dt
0

w/4
/ cos(2t)3dt
0

Losung: Da (2% + 2 + 1) = 2z + 1 ist, folgt daraus, dass
20 +1

log(z? ) ="
og(z” +x+1) 2 +ao+1

Dann
1

= log(3) — log(1) = log(3).

L2 1
/ Ldm =log(a® +x +1)
0 0

?+ax+1
Aus Satz 5.4.6 (Substitution) y = 2, gilt es

| " tan(£2) dt = ; | "tan(y) dy —;log(cos(a:))

1

0
1 —1 1

= —i(log(cos(l)) — log(cos(0))) = og(zcos())‘

Aus Satz 5.4.6 (Substitution) y = 2t, gilt es

w/4 3 1 r7/2 5 1 r7/2 9
/ cos(2t)° dt = 5/ cos(y)” dy = 5/ cos(y) cos(y)* dy
0 0 0

_ ; / ™ cos(y) (1 — sin?(y)) dy

= ;(sin(y) 5% - /O " sin®(y) cos(y) dy)

1 1

= (1= 3t ) = S0 - 13 = 5

In der dritte Gleichung haben wir sin(y)? + cos(y)? = 1 verwendet.

12.4. Stammfunktionen Bestimmen Sie die Stammfunktionen der folgenden
Funktionen:

fl(x)z:vlolg(m)’ r>1
1
P = e e "7

f3(z) = 2.

2/6 June 2, 2023



D-INFK Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. E. Kowalski Losung 12 FS 2023

Hinweis: Finden Sie fiir die zweite Aufgabe die reellen Zahlen a, b, ¢ so, dass

1 a b c
(z—D(x—-2)(z-3) -1 z-2 x-3

Losung: Da

1 (log())’

rlog(z)  log(w)

ist, folgt daraus, dass

B 1
~ zlog(x)

(log(log(z)))’

Folgen wir dem gegebenen Hinweis:

a_ b L ~ (a+b+c)z® — (5a +4b + 3c)x 4 6a + 3b + 2¢
r—1 -2 x-3 (x —1)(x —2)(z — 3)
) a+b+c=0,

= o=z —2) (@ —3) S <ha+4b+3c=0
6a+3b+2c=1

Dann

1 1 1 1
/@;_1)(3:—2)(35—3) :/(2(1-—1) - x—2+2(:c—3)>
_ log(z — 1) — 2log(x — 2) + log(z — 3)

5 -+ konstant.

Fiir den letzten Punkt gilt es, dass

/x t36t2 J — 1 /-’E t2(et2)/ dt — 1<x2€x2 _ 2/-'E tetz dt) _ .1726552 B 1 x(€t2>/ dt
0 9 0 2 0 2 2 0

e —e” 41 (a2 —1)+1

2 2
Daraus folgt

<ea}2(x2 _ 1))/ _ :Eger
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12.5. * Integration und Frequenzen Seien a > 0, b > 0 reelle Zahlen, a # b. Die
Funktionen C'(z) und S(z) seien definiert durch

C(x) = /x cos(at) cos(bt) dt, S(z) = /x sin(at) sin(bt) dt
0 0
fir alle z € R.

(a) Zeigen Sie, dass Folgendes gilt

C(z) = 1sin(ozx) cos(bz) + éS(az)

a a

S(z) = 1 cos(ax) sin(bx) + ZC’(x).

a

Losung: Durch Partielle Integration gilt es, dass

t rsin(at)\’

C(z) = /OI cos(at) cos(bt) dt = /o ( ) cos(bt) dt

T

a

1 /Ox sin(at) (—b sin(bt)) dt

_1 sin(at) cos(bt)

a 0 a
1 b

= —si b - :
. sin(az) cos(bz) + aS(x)

In dhnlicher Weise

S(x) :/ sin(at) sin(bt) dt = (

0

) n(bt) di

/ s(at (b Cos(bt)) dt

= cos(ax) sm(bx) ( )-

1
= —— cos(at) sin( bt
a

(b) Ableiten von (a) elementaren Formeln fir C'(z) und S(x).
Losung: Aus Punkt (a) gilt es:

C(z) = isin(am) cos(bz) + 25(:5)

= isin(aa:) cos(bz) + 2<—i cos(ax) sin(bzr) + ZC(.CE))
Cllsm(ax) cos(bz) — (fzcos(aw) sin(bx) + 2 C(z),
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Dann, aus

(1 - ZZ)C’(:L‘) = ClLsin(a:U) cos(bz) — ;Cos(ax) sin(bz),

folgt, dass

C(z) = (1 — b2> B (1 sin(ax) cos(bzr) — ;cos(aw) sin(ba:))

a? a
1

= (a sin(ax) cos(bx) — bcos(ax) Sin(b$)> :

a2 — b2

In dhnlicher Weise

S(z) = (1 - ZZ)_I (—Cll cos(ax) sin(bz) + ;sin(ax) cos(b:c))
S (—a cos(ax) sin(bz) + bsin(ax) cos(b:v)).

a2 — b2

(c) Folgern, dass wenn @ € N und b € N, dann
27
/ cos(ax) cos(bx)dr =0
0
es sei denn a = b, und dass

s fallsa=b+#0
27 fallsa=b=0.

2
/ cos(azx) cos(bz)dr = {
0
Losung: Wenn a # b, aus Punkt (b) folgt daraus, dass
2w
/ cos(ax) cos(bx) de = C'(27)
0

_ ! (a sin(27a) cos(2mb) — bcos(2ma) sin(27rb)>

a2 — 62 —— N——
=0 =0
=0.
Wenn a = b = 0:
27 2T
/ cos(0) cos(0) dx = ldx =2,
0 0

und wenn a = b # 0 berechnen wir

2T 2w 1 2 in(2 2T
/ cos(ax)? dr = / 1+ cos(2az) der =7+ sin(2az) = .
0 0 2 4a 0
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(d) Sei d > 0 eine ganze Zahl und seien ay, ..., ag reelle Zahlen. Sei f die Funktion
f(z) = ap+ ay cos(x) + - - - + aq cos(dx).

Zeigen Sie, dass

ao ! /027r f(z)dz

T o
1 2m
a, = — f(z) cos(nz)dx
7 Jo
fir 1 <n<d.

Losung: Sei n € {0,...,d}. Durch die Linearitét des Integrals folgt, dass

1

P /027r f(z) cos(nz) dx = 217r (ki; /027r ay, cos(kx) cos(nx) dx)

= 217r (ICZ: ay /027r cos(kx) cos(nx) d:z:) :

Aus Punkt (c)

. 0, falls k # n,
/0 cos(kx) cos(nz)dr = ¢ 27, falls k =n # 0,
, falls k =n = 0.

und daher
1 ¢ 2m n,  fall 0,
—> ak/ cos(kx) cos(nz) dx = ¢ alls n #
2= o %, fallsn=0.
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