D-INFK Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. E. Kowalski Losung 13 FS 2023

Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

13.1. MC Fragen Wihlen Sie die richtige Antwort.

(a) Welche Substitution ist am besten geeignet, um das folgende Integral zu berech-
nen?

cos(z)
1 + sin(x)? d
® y = sin(z)
O y = cos(x)

O y=1+sin(z)?
(O Keine dieser Substitutionen vereinfacht das Integral.

Losung: Sei y = sin(z). Es gilt dann

1
H(iossiﬁl)z dz = / 1+ 42 dy = arctan(y) = arctan(sin(z)).

(b) Welche Substitution ist am besten geeignet, um das folgende Integral zu berech-
nen?

sin(z)
1 + cos(x)? de
O y =sin(z)
® y = cos(x)

O y=1+sin(z)?
(O Keine dieser Substitutionen vereinfacht das Integral.

Losung: Sei y = cos(x). Es gilt dann

sin(x) 1
T cos(a? dx = —/ T 4 dy = — arctan(cos(x)).

(c) Welche Substitution ist am besten geeignet, um das folgende Integral zu berech-
nen?

3

[
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O y = sin(z)
® y = cos(x)
O y =sin(z)"’

(O Keine dieser Substitutionen vereinfacht das Integral.

Losung: Sei y = sin(z). Es gilt dann

/cos(ac)3 dmz/COSQ(x) dy:/l_de 3P -2 381n(x)2—2.

sin(z)7 y7 y7 V= 125  12sin(x)S

13.2. Stammfunktionen Bestimmen Sie die Stammfunktionen der folgenden

Funktionen:
1 1

f(x):$2+x+1, g(m):1+2x—x2'
Losung: Durch Subtitution v/3y/2 = 2 + 1/2 folgt daraus

/ 1 d / 1 d 2 / 1
2+ax+1 (x+1/2)2+3/4 V3 14 y?
2 2 2 +1
= —arctan(y) = —= arctan().

V3 V3 V3
Durch Subtitution v/2y = x — 1 folgt daraus
1 1 1 1
———dx = —/—d =—— | ——d
/1—1—2:1:'—362 ‘ (x—1)2-2 v V2 y2—1 Y

= ﬁtanh (y) = \}itanhl( 7 )

13.3. Uneigentlichen Integralen I Zeigen Sie, dass die folgenden uneigentlichen
Integrale existieren.

+o0o 3
/ e Tdx
0

/+°°x2+1d
T
1 ozt 42

/01 Cof/(; )da:
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Hinweis: Fir das erste Integral kann man verwenden, dass die Funktion x3e=*/?

[0, 400 begrenzt ist.

mn

Losung: Sei M > 0, sodass 2°e~%/2 < M fiir alle z € [0, +o0o[. Aus Lemma 5.8.3
konvergiert das uneigentliche Integral

+oo 3
/ z e dx
0

da |2°e™®| < Me™®/? und e~*/? integrierbar in [0, +-o00[ ist:

b
lim e dr = — lim 2(e7??—1)=2.

b—+o00 J0 b—+o00
Fir x > 1 gilt es

P4l _2?+1 1 12

i 42 = ot x2 ozt T x?

Aus Lemma 5.8.3 geniigt es zu zeigen, dass f(x) = 2/2? integrierbar in [1, +o0] ist:

) b 2 2

lim — dr = lim <— + 2) =2.
b——o0 x b—+o0 b

Es folgt, dass das uneigentliche Integral

/*sz—i-ld
T
1 ot +2

konvergent ist. Endlich konvergiert das uneigentliche Integral

/01 coi,/(g )da:,

weil

lim
e—0

/ cos( d
T

<hm/ \/_dx—llm(2—2\/_)—2

e—0
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13.4. Uneigentlichen Integralen II Sei f(z) = zlog(x), x > 0.
(a) Zeigen Sie, dass lim,_,oz?log(z) = 0 ist.

Losung: Aus I'Hospital Regel, folgt

1 1 1 3
lim 2% log(r) = lim ogl(m) = lim % = lim ~T .
x—0 x—0 = xz—0 P =0 1 2

(b) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral der Funktion f(z) in [0, 1] existiert,
und dass

gilt.
Losung: Sei € > 0. Aus partielle Integration gilt es

1
€

/: xlog(z) dx = /: z(zlog(x) — ) dr = *(log(x) — 1)

1
/ xlog(x) — zdx
&
2

= —1—c*(log(e) — 1) — /1 xlog(z) dr + ; —

3

woraus folgt, dass

2/51 xlog(x) dr = —; — e%(log(e) — 1).

Aus Punkt (a) man kann der Grenzwert

/01 Fo)de = tim [ 2 log(e) dr — Him(_;  (log () 1)) 1

e—0 J¢ 2 e—=0 4

berechnen.

13.5. Uneigentlichen Integralen III
(a) Zeigen Sie, dass

@ sin(mz?) 1 2* sin(wy)
tHdt = ———~ + — / d
/1 cos(mt’) ome | ar 1y Y

fur alle z > 1.

Hinweis: Man kann eine partielle Integration nach eine Substitution verwenden.
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Losung: Nach der Substitution ¢ = y folgt, dass

/w cos(mt?) dt = /x cos(y) dy,
1 1

2y

und nach der partiellen Integration (Satz 5.4.5) mit f(y) = i und ¢'(y) = cos(nt?)
schliessen wir, dass

@ sin(rz?) 1 2* sin(wy)
tHdt =~ + — / dy.
/1 cos(mt") orr | dm 1y Y

(b) Folgern, dass das uneigentliche Integral
+o00o
/ cos(mt?) dt
1
existiert, obwohl
lim cos(7t?)
t——+o00
nicht gleich Null ist.

Losung: Aus Punkt (a) gilt Folgendes:

+0c0 1 2 z? qj
/ cos(mt?) dt = lim (sm(mc) + 1 / sin(ry) dy).
1 1

T—+00 2mT 47 y3/2

Da [sin(rz?)/(27z)| < 1/(27z) folgt, dass

: 2

- sin(mz?) _o
T—+00 2Qmx

Das zweite uneigentliche Integral konvergiert aus Lemma 5.8.3: Es gilt |sin(7y) /(y*/?)] <

1/y3/2, und

2

| 2
lim Wdy: lim <—+2> =2

r—+00 Jq

13.6. Sei f(z) = tan(z/2) = sin(z/2)/ cos(z/2) definiert fiir alle |z| < 7. Aus den
Eigenschaften der Tangensfunktion geht hervor, dass f eine wachsende Bijektion von
| — m, [ nach R ist.
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(a) Zeigen Sie, dass
1— f(x)? 2f(x)

cos(x) = T f@)e sin(x) = 1T fa)

fur |z| < .
Losung: Es sei daran erinnert, dass die folgenden Identitédten gelten:
sin(2y) = 2sin(y) cos(y), cos(2y) = cos?(y) — sin®(y).

Dann gilt es:

cos?(z/2)—sin?(x/2)

1-— f(l’)Q cos?(z/2) 2 . 92
= . = 2) — sin“(z/2) = cos(z)
1 2 cos?(z/2)+sin?(x/2) cos (Z’/ ?
+ f(fﬂ) cos?(z/2)
und
2sin(z/2)
2f<£[)> cos(x/2) . .
= . = 2sin(x/2) cos(z/2) = sin(x).
1 2 cos?(z/2)+sin?(x/2)
+ f(l’) cos?(z/2)

(b) Zeigen Sie, dass f differezierbar ist, und dass

2
fur |z| < 7.
Losung: Es gilt

1+ tan(z/2)* 1+ f(z)?
2 2

) = 5 tenl(/2) =

(c) Berechnen Sie unter Verwendung der Substitution ¢ = f(x) eine Stammfunktion

von
1

cos(x) + sin(z)

g(x) =
fur |z| < .

Hinweis: Verwenden Sie auch einen Teil von Aufgabe 2.

Losung: Seit = f(z). Dann, aus Punkt (b) gilt es dt = f'(z)dx = %d:p =

Aus Punkt (a) und Aufgabe 13.2, folgt schliesslich daraus:
1 1—¢ 2t \71 2
Py T R
/g(x) ‘ cos(x) + sin(z) v 1+t i 1+¢2) 1+t

e 2 (21
1420 2 V2 '

1442
=5 dz.
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