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8.1. x Trigonometrische Funktionen
(a) Berechnen Sie cos(5z) als Kombination von Potenzen von sin(z) und cos(x).

(b) Berechnen Sie sin(x)° als Kombination von sin(kz), cos(kx) wobei 0 < k < 5.

8.2. x Operationen und Grenzen Seien f, g zwei Funktionen von ]a, b] nach R.
(a) Zeigen Sie, dass
lim(f(z) + g(e) =a+ 8, lim f(2)g(z) = af
existieren, wenn lim, ., f(z) = o und lim,_,, g(x) = [ existieren.
Hinweis: Anwenden Sie das Kriterium fiir Grenzwerte mit Folgen
(b) Zeigen Sie, dass
lim f(z) =0,

Tr—a

wenn lim, ,, g(z) = 0 und |f(x)| < |g(z)| fir jedes = €]a, b].

8.3. Polynomdivision und Grenzen I Zeigen Sie, dass fiir alle ganze Zahl d > 0
und alle reelle Zahlen wuy, ..., uq Folgendes gilt:

li Uy Uag\ _
m_l)rlloo<uo+x+---+xd> = Uyp.
8.4. x Polynomdivision und Grenzen II Seien d > 0, e > 0 ganze Zahlen. Die
reellen Polynomen p(x), q(z) seien gegeben durch

p(x) = agz® + - + a1 + ag,
q(z) = bex® + -+ 4+ bz + by

wobei ag # 0, b # 0. Sei D = {x € R: g(x) # 0} und f : D — R die Funktion
f(z) = p(z)/q(x). Man beachte, dass D alle reellen Zahlen aufler endlich vielen
enthélt.

(a) Zeigen Sie, dass lim,_, . f(z) existiert, und dass Folgendes gilt

400, falls Z—d >0 und d > e,

—o0, falls Z—: <0Ound d > e,

0, falls d < e,
&d falls d = e.

A, 1)

Hinweis: Verwenden Sie die gleiche Methode wie fiir den Grenzwert p(n)/q(n) aus
dem Unterricht und der vorherigen Ubung.
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(b) Nehmen wir an, dass by = 0 und b; # 0 sind. Insbesondere ist ¢(0) = 0, und daher
0 ¢ D. Zeigen Sie, dass lim,_,o f(z) existiert, wenn x > 0 ist, und dass Folgendes gilt

400, falls ‘;—(1) > 0,
}:12% f(z) ={ —oco, falls 3¢ <0,
z>0 &, falls ay = 0.

8.5. Grenzwerten Bestimmen Sie den folgenden Grenzwerten.

—2° + 23 + cos(x) + e

lim
>+ oo 5t + 1
L feos()]
z—0 x
z>0

8.6. Existenz der Grenzwerten Sei f :|0, +00[— R gegeben durch f(x) = sin(1/z).
(a) Zeigen Sie, dass lim,_,o f(z) existiert nicht.

Hinweis: Finden Sie zwei Folgen (a,), (b,) die gegen 0 konvergieren so, dass

lim, f(an) # limy, f(bn).
(b) Zeigen Sie, dass

limz f(x) = 0.

z—0
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