D-INFK Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. E. Kowalski Serie 10 FS 2023

Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

10.1. MC Fragen: Glatte Funktionen und Extreme Wihlen Sie die richtige
Antwort.

(a) Sei f:[—1,1] — R eine glatte Funktion, sodass

fa/2)=2, f(1/2)=0, f'(1/2)=-L
Welche der folgenden Aussagen gilt?
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 1/2.
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 1/2.
O Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 1/2.
(O Alle oben genannten Falle sind moglich.
(b) Sei f:[—1,1] — R eine glatte Funktion, sodass

fO)=2, f(0)=f"(0)=0, f20)=-1
Welche der folgenden Aussagen gilt?
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 0.
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 0.
(O Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 0.
(O Alle oben genannten Fille sind moglich.
(c) Sei f:[—1,1] — R eine glatte Funktion, sodass
f0)=2, f(0)=f"(0)=f0)=0.
Welche der folgenden Aussagen gilt?
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 0.
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 0.

(O Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 0.

(O Alle oben genannten Félle sind moglich.
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10.2. x Funktionsanalyse Sei f(z) = zexp(1/2?) fir z €]0, +o0].
(a) Zeigen Sie, das f glatt in |0, +oo[ ist.
(b) Finde alle méglichen Punkte xg, in denen f ein lokales Extremum haben konnte.

(c) Bestimmen Sie, ob xg, die gefunden wurden, ein lokales Extremum sind oder
nicht. Wenn ja, bestimmen Sie, ob es sich um ein lokales Maximum oder Minimum
handelt.

10.3. Grenzwerte I Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

exp(x?) — cos(z)

lim

z—=0  sin(a? —xz)
) 631 —e

lim

2=012 — gin(z)

10.4. x Grenzwerte II Seien f(x) = 2/z+cos(1/x) und g(z) = 1/x zwei Funktionen,
die in z > 0 definiert sind.

(a) Zeigen Sie, dass Folgendes gilt

limM =2.

z—0 g(x)

x>0
(b) Zeigen Sie, dass
!
lim f'@)

20 g'(x)

existiert nicht.

(c) Warum widerspricht Punkt (b) nicht die Regel von I’'Hospital und Punkt (a)?

10.5. Polarkoordinaten Sei z eine komplexe Zahl ungleich Null. Zeigen Sie, dass
es einen einzigen Wert ¢ € [0, 27| gibt, sodass

z = |z]e™.
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10.6. Potenzreihen Sei f(z) = exp(z?), r € R.

(a) Zeigen Sie, dass es Koeffizienten a,, € R gibt, sodass f in der Form
+oo
fl@)=>_ ana”
n=0
fiir alle x € R ist.
(b) Ableiten, ohne explizit die Ableitungen zu berechnen, dass

. 0, falls j ungerade ist,
Gy falls g gerade ist.

10.7. Youngsche Ungleichung Sei p > 1 eine reelle Zahl.
(a) Zeigen Sie, dass eine einzige Zahl ¢ > 1 gibt, sodass 1/p+1/q = 1.
(b) Beweisen Sie, dass es
xy < o + v
p q
fiir alle x > 0 und y > 0 gilt.

Hinweis: Verwenden Sie die Konvezitat der Funktion —log(z) in geeigneter Weise.
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