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Vorwort

Beim Schreiben dieses Manuskripts wurde mir wieder einmal das Dilemma bewusst, in
dem ich mich als Logiker und Mathematiklehrer befinde: Einerseits weiss ich, dass die
ganze Mathematik, insbesondere die Analysis, auf dem festen Fundament der Axiome
aufgebaut werden muss, bei dem einem die Anschauung vielfach daran hindert, Liicken
in den Beweisen zu sehen. Andererseits mochte ich als Mathematiklehrer nicht wertvol-
le Zeit mit Beweisen fiir Sachverhalte verschwenden, auf welche man die Schiilerinnen
und Schiiler zuerst miihselig aufmerksam machen miisste: Wenn wir zum Beispiel zei-
gen mochten, dass gewisse Folgen (insbesondere Cauchy-Folgen) konvergieren, dann
setzt dies voraus, dass es die reellen Zahlen bereits gibt und dass diese nicht mit Hilfe
von Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen konstruiert wurden, sondern zum Beispiel
mit Hilfe Dedekind’scher Schnitte. Dies zeigt uns, dass der Begriff der Konvergenz
sehr eng mit der Definition der reellen Zahlen zusammenhéngt und in der Mittelschu-
le sicher nicht in der ganzen Tiefe behandelt werden kann. Ein anderes Beispiel sind
die Potenzgesetze. Nachdem die Potenzgesetze zuerst fiir natiirliche Exponenten an-
schaulich hergeleitet werden, werden diese Gesetze zuerst auf negative und dann auf
rationale Exponenten erweitert. Damit ldsst sich aber noch lange nicht z.B. 3™ berech-
nen, denn wir kénnen ohne jemals in Schwierigkeiten zu geraten, 3™ := 7 definieren.
In diesem Fall wire dann z.B. 3™/ = /7 und 3*" = 49. Um Ausdriicke wie z.B. 3"
sinnvoll zu definieren, miissen wir zeigen, dass sich die Funktion 3*/7 (p/q € Q) ste-
tig auf R erweitern ldsst, wobei wir vorher zeigen miissen, dass die Funktion 3" fiir
rationale x stetig ist. Solche stetigen Erweiterungen kommen an mehreren Stellen im
Mathematikunterricht vor, und zwar lange bevor der Begriff der Stetigkeit behandelt
wird (falls dieser Begriff im Unterricht iiberhaupt vorkommt).

Die obigen beiden Beispiele zeigen uns, dass wir im formalen Aufbau der Mathematik
im Unterricht immer wieder Abstriche machen miissen. Die Frage aber, wie weit wir
im formalen Aufbau der Mathematik gehen sollen, und was wir besser weglassen, l&dsst
sich meines Erachtens nicht allgemein beantworten. Was ich in meinem Unterricht,
auch im Grundlagenfach, nie weggelassen habe ist die Einfiihrung der Zahl i. Fiir mich
hat es sich als niitzlich erwiesen, die Zahl i mit der Eigenschaft i = —1 im Unterricht
einzufiihren, und zwar ohne dabei gleich das ganze Reich der komplexen Zahlen zu
behandeln; eine Moglichkeit, wie man das machen kann, wird am Ende des Kapitels 2
iber Differenzengleichungen gezeigt.



An dieser Stelle mochte ich erwéhnen, dass ich in meinem Unterricht keine Taschen-
rechner irgendwelcher Art verwendet habe, denn ich hatte immer das grosse Gliick an
fortschrittlichen Schulen zu unterrichten, an denen die Verwendung von Taschenrech-
nern den Lehrpersonen freigestellt war. Meines Erachtens kann alles, was sich nicht von
Hand ausrechnen lésst, ohne Verlust an Erkenntnis im Unterricht weggelassen werden.
In einem “Rechenbuch” von 1826 steht nach dem Titel: Versuch einer leichten Art den
Kindern die ganze Rechenkunst grindlich beyzubringen, so dass sie ohne grosse An-
strengung tiichtig werden, alles auszurechnen, was je im gemeinen Leben vorkommen
kann. In einem iibertragenen Sinn mochte ich dies auch mit den Potenzreihen errei-
chen. Andererseits ldsst sich natiirlich alles, was sich von Hand ausrechnen lésst auch
mit einem Taschenrechner ausrechnen, so dass mein taschenrechnerfreier Ansatz keine
Einschrankung darstellt.

Zum Schluss mochte ich noch bemerken, dass dieses Manuskript keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit erhebt. Das Ziel ist, gewisse Denkanstdsse zu geben, wie Potenzreihen
im Unterricht behandelt werden kénnen, und auch einige Nebenschauplitze wie zum
Beispiel Differenzengleichungen und Fourier-Reihen anzuschneiden. Weiter méchte ich
erwiahnen, dass die meisten Resultate iiber Reihen sich im Standardwerk Unendliche
Reihen von Mangold Knopp [1] finden; ein Buch, welches ich wirmstens empfehlen
kann.

Safien im Februar 2016
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1 Formale Potenzreihen

Ubersicht

1.1 Was sind Potenzreihen .. ... .. ... . . . 1
1.2 Die Potenzreihe geo(z) .. ...t 3
1.3 Rechnen mit Potenzreihen ....... ... .. ... . . . . . . 3
1.4 Generieren von Zahlenfolgen .. ...... ... .. .. . . i 4
Voraussetzungen

= Rechenregeln (insbesondere Distributivgesetz)
= Potenzgesetze fir nicht-negative, ganzzahlige Exponenten

= lineare Gleichungen in einer Unbekannten

1.1 Was sind Potenzreihen

In der Mathematik ist eine Reihe eine Summe mit unendlich vielen Summanden. Zum
Beispiel ist die Summe aller natiirlichen Zahlen

0+1+24+3+...

eine Reihe. Eine endliche Summe lédsst sich immer als Reihe schreiben, indem wir

einfach unendlich viele Nullen addieren. Zum Beispiel ist 3 + 4 eine Summe, aber
3+44+04+0+0+...
ist eine Reihe. Eine formale Potenzreihe ist eine Reihe der Form
a0z’ + a1zt a2t +.. . Han" + ...

wobei die sogenannten Koeffizienten ao, a1, ..., an, ... (fiir n € IN) reelle Zahlen sind
und z irgend eine Variable ist (d.h. fiir z kénnte auch x, y, oder sonst eine Variable

stehen).
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Beispiele von Potenzreihen:

(1204220 4322+
w020 — 12 4022 122 4+ 02 — 125 +..)

Ublicherweise schreiben wir bloss ag anstelle von aozo, und anstelle von a1z' schrei-
ben wir bloss a1z. Wenn a,, = 0 (fiir irgend n € IN), so schreiben wir a,z" nicht. Die
obigen Potenzreihen kénnen also wie folgt geschrieben werden:

n (120422 432724 ) = (142243224 ..)
m (020 —12M 4022 - 128 0 -1 )= (-2 - )

Wie oben erwahnt, darf anstelle von z auch irgend eine andere Variable geschrieben
werden, zum Beispiel x oder y. Das heisst die obigen Potenzreihen kénnen zum Beispiel
auch mit der Variablen = oder y geschrieben werden:

. (1+;1:—|—ac2+...)
" (—y-yP -y’ —..)

Ist fiir eine natiirliche Zahl ng € IN und fiir alle n > ng, a, = 0, so entspricht die
Potenzreihe
(a0 + a1z + a2z’ +)

einem sogenannten Polynom. Das heisst Polynome sind Potenzreihen, bei denen nur
endlich viele Koeffizienten von Null verschieden sind.

‘Wenn wir schreiben
(12° + 22" +322 +..)

So wissen wir genau genommen nicht, wie die Potenzreihe weiter geht. Andererseits
konnen wir nicht unendlich vielen Koeffizienten aufschreiben. Wenn die Koeffizienten
nach einem bestimmten Gesetz gebildet werden, so konnen wir dieses Gesetz benutzen,
um mit Hilfe des Summenzeichens “}” die ganze Potenzreihe zu beschreiben:

oo
(12° +22' +322+..) = Z(n—l— 1)2"
n=0
oo
(—y—v’ =y’ —..) = > =

n=0
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1.2 Die Potenzreihe geo(z)

Die wohl einfachste (echte) Potenzreihe ist die geometrische Reihe
(e}
geo(z) :=(1+z2+2"+2°+2"+..)=> 2"
n=0

In geo(z), wie auch in allen anderen Potenzreihen, diirfen wir z nicht nur ersetzen
durch andere Variablen, sondern auch durch Ausdriicke wie zum Beispiel —z oder 2z

oder z — 2% + 23 et cetera. Dadurch erhalten wir weitere Potenzreihen:

geo(—2) = (=) + (=)' + (=2 +..) =1 —-z2+22-22+..) = nijo(—l)"z”

geo(22) = ((22)° +(22)' + (22)* +...) = (1+22+422 +8° +..)) = i 2m2"

n=0

1.3 Rechnen mit Potenzreihen

Wie Zahlen, konnen Potenzreihen addiert, subtrahiert, multipliziert, und sogar divi-

diert werden.

Im Folgenden seien
(a0 + a1z + a22® + aszz® + .. ) und  (bo + b1z + baz? 4 b3z .. 2
zwei beliebige Potenzreihen.
Die Addition und Subtraktion dieser beiden Potenzreiehen geschieht komponentenwei-
se:
(a0+a1z+azz’+azz>+.. )£ (bo+b1z4baz” +b32°+...) = (co+crz+caz’ +c32°+...)

mit ¢, = apn * by.

Die Multiplikation folgt direkt aus dem Distributivgesetz und ist eine Art “Faltung”
(a0+alz+a222—|—a323+. . .)~(bo+b12+b222+b323—|—. L) = (co+clz+0222+03z3—|—. .2)
mit ¢, = aobn + a1bn—1 + ... an—1b1 + anbo.

Damit die Division (ag + a1z 4+ a2z + az2z® +...) : (bo + b1z + baz® + b32® +...)
definiert ist, miissen wir by # 0 verlangen. Aus

(a0 + a1z + az2z® + azz® +...)

_ 2 3
(bo + b1z + b2z2 4 bzz® +...) =(co+erzte2” +es2” 4. )
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erhalten wir
(a0+a1z+ a2z’ +a3z” ...) = (bo+b1z+baz® +b32° ..) - (co+crz+caz® +c3z° +...).

Die Koeffizienten ¢, lassen sich nun leicht durch sogenannten “Koeffizientenvergleich”
aus der Multiplikation bestimmen: Zum Beispiel ist ag = boco, also co = ag/bo (hier
sehen wir, warum bg nicht 0 sein darf). Weiter ist a1 = boc1 + bico und weil ¢g schon
bestimmt wurde, lasst sich c; berechnen, et cetera.

Als Anwendung der Multiplikation von Potenzreihen berechnen wir nun drei Pro-
dukte geometrischer Potenzreihen. Es gilt:

oo
geo(z) -geo(—z) = 14+ 22+ +2°4+ ... = Z 22" = geo(2?)
n=0
(e}
geo(z) - geo(z) = geo(2)® = 142z +32° +42° +... = Z(n +1)2"

n=0

geo(z)? - geo(—z) = 1424222 +22° +327 +32° +425+ ...

Als letztes Beispiel berechnen wir (1 — z) - geo(z). Es ist leicht zu sehen, dass gilt
(1—2)-geo(z) =1,

woraus folgt:

geo(z) = 71—
Damit erhalten wir z.B.
1 1 1 9
geo(2) - geo(—2) = T+ T = T = geol=?)

was wir oben bereits ausgerechnet haben.

1.4 Generieren von Zahlenfolgen

Im Folgenden versuchen wir eine gegebene Zahlenfolge, zum Beispiel die Folge
1,1,1,1,1,1, ...

durch einen einfachen Ausdruck zu generieren, d.h. zu erzeugen. Dazu betrachten wir
zuerst die Zahlenfolge als Folge der Koeffizienten einer Potenzreihe. Zum Beispiel ent-
spricht der obigen Zahlenfolge die Potenzreihe

geo(z) = (1+1z+122 +12° + 12" + .. ).
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Nun suchen wir einen einfachen (d.h. endlichen) Ausdruck, welcher diese Potenzreihe,

in unserem Beispiel geo(z), generiert. Wie wir bereits wissen gilt:

geo(z) = 7

oder anders ausgedriickt:

1
T3 =+l +127 + 127+ 1t 4 )

Wir sagen nun, dass ﬁ die Zahlenfolge 1, 1, 1, 1, ... generiert.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Zahlenfolge
1,2,3,4,5,6, ...

die wir als Koeffizienten der Potenzreihe geo(z)? erkennen. Aus

co(z)? = 1 = L
geolz) = (1—2)2  1—2z+ 22
folgt
1 2 3 4
und somit wird die Zahlenfolge 1, 2, 3, 4, ... durch m generiert.

Als néchstes Beispiel betrachten wir nun die Zahlenfolge der sogenannten Dreiecks-
Zahlen
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ...

wobei k genau dann eine Dreieckszahl ist, wenn es eine positive natiirliche Zahl n gibt,

so dass gilt
_n(nt1)
k= 5 .

Da nun gilt

1
1—-32+322—23

:(1+3Z+622+10z3+15z4+...):Z(nﬂ)ng"
n=0

wird die Folge der Dreieckszahlen durch ——7 generiert. Es sei hier noch er-

1
1—32+322—2%
wéahnt, dass gilt:
1 1 eo( )3
= = VA
1-32+4322—-2% (1—2)3 &
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Als letztes Beispiel betrachten wir nun Zahlenfolgen ao, a1, az2,... welche durch
folgende Vorschrift definiert werden (wobei k und [ irgendwelche Zahlen sind):

ag =1 a1 :=k ant2 =k -ant1+1-an

Solche Zahlenfolgen heissen rekursiv definierte Zahlenfolgen und werden im néchsten
Kapitel ausfiihrlich untersucht. Fiir £k = [ = 1 erhalten wir zum Beispiel die Folge der
Fibonacci-Zahlen:

1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, ...

Es gilt nun, dass Zahlenfolgen, welche wie oben definiert sind, durch

v
1—kz—122
generiert werden. Genauer ausgedriickt: Ist ag, a1, az,... eine Zahlenfolge fiir die gilt

ap =1, a1 = k, und allgemein ap+2 = k- an+1 + 1 - an, dann ist:

1
T g = (@0t ezt ae’ fass ) =D Tans”
Um dies zu sehen, beachte, dass aus der Definition von ag, a1, a2, ... folgt:

1=(01—kz—12%) (a0 + a1z + a22® + a3z +...) =
ao + (a1 — kao)z + (az — ka1 — lao)z* + (a3 — kaa — la1)z> + ...

Fiir die Fibonacci-Zahlen, also im Fall £k =1 = 1, gilt somit:

1

172:1+lz+2z2—|—323+524+8z5+1326+...
— 22— Z
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Ubersicht
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2.5 Spezialfall TI: k2 441 < 0.0 o et 13
Voraussetzungen

» quadratische Gleichungen
» [ineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

2.1 Rekursiv definierte Folgen

Eine rekursiv definierte Folge ist eine Zahlenfolge ao, a1, az, ..., bei der die Zahlen
arn der Folge nicht direkt definiert werden (wie z.B. an, = 4n), sondern mit Hilfe
von vorausgehenden Zahlen, wobei wir eine oder mehrere Zahlen der Folge festlegen

miissen. Definieren wir zum Beispiel
Ap42 = Apt1 + an,

so ist a100 = ago + ags, a9y = ags + agr, ags = agy + ags, und so weiter. Um also
a100 zu berechnen, miissen wir zuricklaufen (lat. recurrere), bis wir schliesslich bei
Zahlen der Folge angelangt sind, welche wir festgelegt haben; in obigem Beispiel sind
dies iiblicherweise die Zahlen ap und a;. Setzen wir zum Beispiel

a=1, a1 =1,
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so erhalten wir, wie im vorherigen Kapitel bereits erwdhnt, die Fibonacci-Zahlen:

" ago=a1+ap=1+1=2
" ag3=a2+a1=2+1=3
" a4 =05,a5 =8, a6 =13, ... ,a99 = 354224848179261915075, ...

Das Zuriicklaufen kann auch iiber Umwege geschehen und kann sehr aufwendig sein.
Um die Zahlen a, effektiv zu berechnen, ist es deshalb von Vorteil eine Formel zu

haben, welche uns erlaubt a,, direkt zu berechnen, d.h. ohne zuerst ag, a1, asz,...,an—1
auszurechnen.
Fiir rekursiv definierte Folgen ao, a1, az,... vom obigen Typ werden wir nun eine

solche Formel herleiten. Die rekursiv definierten Folgen, welche wir untersuchen, sind
von der Form
An4-2 :k'an+1+l'an,

wobei k und [ beliebige, aber fest gewahlte, Zahlen sind, und zwei Zahlen der Folge
ao, a1, a2, ... festgelegt sind.

Die Gleichung an+2 = k- an+1 + 1 - an, welche zu
an+2 —k-any1 —1l-an =0

umgeformt werden kann, heisst Differenzengleichung und die beiden fest gewéhlte
Zahlen sind die sogenannten Nebenbedingungen.

Im Folgenden schauen wir uns eine solche Folge mit £ = 1 und [ = 2 genauer an:
Die Folge ao,a1,az,... sei definiert durch

Ap42 = An+1 + 2ay, .

Die zwei Zahlen der Folge, welche jeweils festgelegt sind, sind in der untenstehenden
Tabelle fett gedruckt; die fehlenden Werte (kursiv gedruckt) lassen sich dann aus diesen
beiden Werten Schritt fiir Schritt berechnen:

ag ai a2 as a4 as a6
1 2 4 8 16 32 64
1 —1 -1 1 —1 1
2 5 7 17 31 65
0 3 3 15 33 63
5 14 22 50 94 195
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Wir versuchen nun eine explizite Formel zu finden, um a,, direkt zu berechnen, d.h.

ohne ag, a1, az,...,an—1 zu kennen:

= Fiir die erste Folge 1,2, 4, ... vermuten wir a, = 2".

= Fir die zweite Folge 1,—1,1, ... gilt vermutlich a, = (—1)".

= Fir die dritte Folge 2,1,5,... gilt vermutlich a, = 2™ 4+ (=1)".

= Fir die vierte Folge 0,3,3,... gilt vermutlich a, = 2" — (—1)".

= Fiir die fiinfte Folge 5,4,14,... ist es etwas schwieriger, eine explizite Formel zu
finden; aber ap = 3-2" +2- (—1)" scheint zu stimmen.

Von den obigen Folgen kénnten wir auch a—1, a—2, a—3, ... berechnen, was wir
aber hier nicht ausfiithren. Unser Ziel ist nun, explizite Formeln fiir beliebige rekursiv
definierte Folgen zu berechnen.

2.2 Fundamentallosungen

Sei wieder ao, a1, az, ... eine Zahlenfolge, welche durch die Beziehung
An4-2 :k'an+1+l'an

rekursiv definiert wird. In einem ersten Schritt ignorieren wir die beiden festgelegten
Werte der Folge.

Wir nehmen an, dass es eine Zahl x gibt, fiir die gilt:
" =a, (fiir alle n € IN)

Da aus der Definition der Folge

an+2 =k -any1 +1-an
gilt, muss fiir x und fiir alle n € IN gelten:

DRI TR Ly L
Dividieren wir auf beiden Seiten durch z", so erhalten wir

=k -z+1

oder andes ausgedriickt:
2 —k-z—1=0
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Somit erhalten wir fiir z die folgenden Losungen:

k+VE2+4 E— k2 +41
- 2

d =
un T2 9

1
Die Werte 27 und z5 nennen wir die Fundamentallésungen der Folge.

Im obigen Beispiel
Ap42 = Ant+1 + 2-an

sind 27 = 2" und 2% = (—1)" die Fundamentallésungen der Folge, und tatséchlich
sind ay, = 2" und a,, = (—1)" die ersten beiden Folgen in der Tabelle.

Im Folgenden betrachten wir zuerst die Falle, in denen z1 und x> verschiedene reelle
Zahlen sind, d.h. die Fille in denen k? 4 41 > 0 ist.

2.3 Allgemeine Losung

Seien 7 und z% die Fundamentallésungen einer rekursiv definierten Zahlenfolge
any2 =k -ant1+1-ap.

Zum Beispiel sind z7 = (%)n und z5 = (—3)? die Fundamentallésungen der Folge

An42 = _§Qn+1 + ian,

das heisst, sowohl a,, = (%)” wie auch a, = (—3)" erfiillen fiir alle n’s die Gleichung

An+2 = —ganJrl + %an, wie sich anhand der folgenden Tabelle nachrechnen lasst:
ao ail a2 as a4 as
1 1 1 1 1 1
T1 =3 1 2 1 8 16 33
T2 = —3 1 -3 9 27 81 —243

Die allgemeine L&sung einer rekursiv definierten Folge erhalten wir dadurch, dass
wir ihre beiden Fundamentallésungen auf folgende Art kombinieren:

n n
anp =C1 %1 +C2+ To

Dadurch erhalten wir fiir beliebige zwei Zahlen ¢ & c2 jeweils eine spezielle Zahlenfolge
...Q-2,0-1,00,G1, ..., und durch geschickte Wahl von c; & c2 erreichen wir, dass die
spezielle Zahlenfolge zwei beliebig festgelegte Werte annimmt.
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Bei unserer Folge an42 = —%an+1 + %an erhalten wir als allgemeine Losung
1\ n
an =C1- (5) +c2-(—3)".

Soll nun zum Beispiel gelten
a1 =17 und ax = —7,

so erhalten wir zwei sogenannte lineare Gleichungen in denen jeweils c¢1 & c2 vorkom-
men, ndmlich eine Gleichung fiir a1 = 7 und eine fiir ag = —7:

T=a-(3) te (-3

N T

Einfacher aufgeschrieben lauten die beiden Gleichungen:

5 — 362 = 7
% +9¢c; = -7
Die Losungen dieser beiden Gleichungen sind ¢1 = 8 und c2 = —1, und mit der

folgenden Formel kénnen wir dann alle a,,’s direkt bestimmen:

an=5(3)"+ 1 37,

oder einfacher geschrieben:

8 n
an = oo = (=3)

Beispiel Fibonacci-Zahlen: Wenn wir dieses Verfahren auf die Fibonacci-Zahlen an-
wenden, wobei wir der Einfachheit halber mit 0 beginnen, also ag =0, a1 =1, a2 = 1,
a3 = 2, et cetera, so erhalten wir:

an:ﬁ-((l—l—\/g)n—(l—\/g)n)

Weil fiir grosse Werte n der Term (172\/5)71 gegen 0 geht, erhalten wir folgende Néhe-

rung:

e (152
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2.4 Spezialfall I: k> +41 =0

Wenn gilt k? 4+ 41 = 0, so erhalten wir zuerst nur eine Fundamentallésung, nimlich
o = 5 .

Andererseits brauchen wir fiir das lineare Gleichungssytem zwei Fundamentallésungen.

Wir zeigen nun, dass

n
n-xo

eine weitere Fundamentallosung ist. Dazu miissen wir zeigen, dass gilt

2

(n+2)-zf" —k(n+1) 20" —in-25 =0

falls gilt
e ka1 2l =0. (%)

Die erste Gleichung lasst sich umformen zu

ne (20 —koagtt —laf) 4220 —koagt =0

=0 wegen (*)
das heisst, wir miissen nur noch zeigen, dass die Gleichung
2-m8+2 —k:-acg'H =0

n+1

gilt. Nach Division durch x erhalten wir 2 - z9 — k = 0, also xo = %, was ja
tatsdchlich der Fall ist.
Als Beispiel betrachten wir die Folge
an+2 = 4an+1 — 4an,
mit ap = 3 und a1 = 5. Die Fundamentallésungen sind
2" und n-2"
und wir erhalten das Gleichungssystem
c1-1 + c2-0 =3
c1-2 + c2-2 =5
welches die Losungen c1 = 3 und c2 = —% hat. Wir erhalten somit folgende explizite

Formel fiir die Folge:

an=3-2"—=-(n-2") bzw. an=3-2"—n.2"" "

N =
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2.5 Speazialfall 1I: k> + 41 < 0

Wir betrachten nun den Fall, wenn k2 + 41 < 0 ist. In diesem Fall ist keine der Funda-

mentallésungen reell, da
VEk2 44l

keine reelle Zahl ist. Dieser Fall tritt zum Beispiel bei der Folge
An+4+2 = 2an+1 — dan

auf, denn als Fundamentall6sungen dieser Folge erhalten wir

2—+/—1
= % =1-2y-1.
Wir rechnen nun einfach weiter, und schauen was passiert: Setzen wir zum Beispiel

T1 und T2

= HQﬂ =14+2/-1
ap =1 und a1 =1,
so miissen wir folgendes Gleichungssystem l6sen.
(1421 + (1 —2v=1)° = 1
a(l4+2vV=) +e(1—2v/-1)! =1
oder einfacher geschrieben:

c1 + c2 =1

a(142v=1) + ca(l—2y/=1) = 1
Aus der zweiten Gleichung erhalten wir ¢; = ¢2 und mit der ersten Gleichung gibt uns

dies c1 = c2 = % Somit gilt:

1 1
an = 5(1 +2v-1)" + 5(1 —2V-1)"
Rechnen wir weiter, so erhalten wir
a2 = —3,a3 =—11, as = =7, a5 =41, ag = 117, a7 = 29, ag = —527, ...

was tatsdchlich mit der Formel an+2 = 2an+1 — Hay, libereinstimmt. Wir diirfen also
mit der “Zahl” v/—1 rechnen, wie wenn es eine ganz normale Zahl wére!

Der Einfachheit halber schreiben wir fiir v/—1 einfach 4 (“4” fiir “imaginir”). Die
reellen Zahlen R zusammen mit der Zahl ¢ heissen komplexe Zahlen. Jede komplexe
Zahl lésst sich schreiben als r + is, wobei r und s reelle Zahlen sind und 7 sich wie
eine Variable verhilt fiir die gilt i> = —1. Diese Zahlen kénnen wir auch “ris-Zahlen”
nennen. Die Summe, die Differenz und das Produkt zweier ris-Zahlen ist wieder eine
ris-Zahl. Weiter ist auch der Quotient zweier ris-Zahlen wieder eine ris-Zahl, sofern
der Divisor nicht 0 4 70 ist; zum Beispiel ist % =—i,dai-(—1) = —i?=1.
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Voraussetzungen

= Volistandigkeit der reellen Zahlen (nur implizit)

3.1 Konvergenz von Folgen und Reihen

Eine reelle Zahlenfolge o = (so, s1,...) heisst konvergent, falls es eine reelle Zahl r
gibt, so dass sich die Folge o immer mehr der Zahl r n&hert. Wir sagen dann, dass
o gegen r konvergiert. Etwas formaler ausgedriickt: Eine Zahlenfolge o = (so, s1,. . .)
konvergiert gegen r genau dann, wenn gilt:

Ve >03ne NVE >n (|sp — 1| <e)
Ist eine Zahlenfolge nicht konvergent, so heisst sie divergent.

Eine Reihe ) 77  ax heisst konvergent genau dann wenn die Folge o = (so, s1,...)

n
Sn = E ag
k=0

konvergiert. Konvergiert die Folge o der Teilsummen gegen r, so konvergiert auch die

der Teilsummen

Reihe Y 77 ar gegen r. Ist eine Reihe nicht konvergent, so heisst sie divergent.
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3.2 Beispiele konvergenter und divergenter Reihen

Wir betrachten zuerst die geometrische Reihe geo(z): Es ist leicht nachzurechnen, dass

gilt:

. B Zk B 1 _ zn+1
" 11—z

Ist |z| < 1, so konvergiert die Folge (so, s1,...) gegen =, d.h. fiir |z| < 1 konvergiert

die Reihe geo(z) gegen 7-. Beachte, dass geo(z) weder fiir 2 = 1 noch fiir 2 = —1
konvergiert.
o0
Nun zeigen wir, dass die Reihe ) % gegen oo divergiert, d.h.
n=1
— 1
LR
n
n=1

oo

l—(1+1+1+1+1+ TR )
n 2 '3 4 5 8 9 16
n=1 N~ N

>1 >2.7 >4.1 >8. L

Somit gilt

o0
und da die letzte Reihe offensichtlich gegen oo divergiert, muss auch die Reihe ) %

n=1
gegen oo divergieren.

Die Situation dndert sich, wenn wir anstelle der Reihe der reziproken Zahlen die
Reihe der reziproken Quadratzahlen betrachten:

ii_(1+L+L+L+L+
n2 2.2 3.3 4.4 5.5
n=1

1 1
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Wenn wir mit n = 2 beginnen zu summieren, so konvergiert sogar die Reihe der
reziproken aller Potenzen k > 2, wie wir nun zeigen werden:

DX =t Xat gt st
n=2 k=2 n=2 n=2 n=2 n=2

A
M8
=
_|_
N =
M8
3M|,_.
_|_
| =
M8
2m|,_.
_|_
| =
[M]8
3| -
_|_

3
||
N
3
N
3
N
3
N

NN
==
ool |

Mehr zur Konvergenz von Folgen und Reihen, insbesondere Konvergenzkriterien,
finden sich in Knopp [1, Kap.II].
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4.1 Lénge einer Spirale .. ... ... . 19
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Voraussetzungen

= Satz von Pythagoras

4.1 Lange einer Spirale

Mit Hilfe der geometrischen geo(z) lasst sich die Lange der abgebildeten “diskreten”
logarithmischen Spirale berechnen.

N
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Falls weitere Streckenabschnitte der Spirale gezeichnet werden so sieht man leicht,
dass die Spirale unendlich oft das Zentrum umkreist. Ferner sieht man, dass, wenn ein
Abschnitt die Linge ¢ hat, der nichste Abschnitt die Linge £ - —= hat. Weil nun der

V2
erste Abschnitt die Lange 1 hat, ist die Lange der ganzen Spirale also:

1+L+(L)2+(L)3+ _ (L) _ 1 _ Ve
vao\va) T\ve) T TR ) TS T Ve
Fiir den letzten Ausdruck lisst sich z.B. mit Hilfe des Kettenbruchs von v/2 eine recht
gute Ndherung angeben:

\/§ N%
V2—-1 29

4.2 Beispiele einfacher Reihen

1. Wir wissen bereits, dass gilt:

2 1 2 3 S n
=—=(1+2 4 )= 1
geo(z) sy (14+22+32"+42"+...) nz::o(n—l— )z
Wenn wir z.B. z = 2 setzen, so erhalten wir
2\2 2 2\2 2\3
S =12 (5)+3-(5) +4(5) =0
8eo (3) 23 3) T4 3)
2. Es lasst sich leicht zeigen, dass gilt:
1 1
geo(—z) - geo(z)? = TR s v (14124222 +22° 432" +32° +42° )
Wenn wir z.B. z = % setzen, so erhalten wir
2 2\2 2\3 2\4 2\5 2\6 27
e Qe (B ) o () w0 B v (=
+ 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 5

3. Als letztes Beispiel betrachten wir eine Reihe deren Koeffizienten Dreieckszahlen
sind. Wie bereits gezeigt gilt:
geo(z)® = (1432 +62° +102° + 152" +..)

2
3

geo(%)g - 1+3-(§)+6~(§)2+10~(§)3+15-(%)44—... = o7

Wenn wir z.B. z = % setzen, so erhalten wir
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Voraussetzungen

= binomische Formeln
= Fakultat
= Potenzgesetze fir rationale Exponenten

5.1 Das Pascal’sche Zahlendreieck

Im Folgenden geht es darum, eine Methode zu finden um Ausdriicke der Form (a+b)?,
(a+b)3, (a+b)*, et cetera ohne viel Aufwand auszurechnen. Wir wissen bereits, dass
gilt (a+b)? = a® +2ab+b>. Um (a+b)* auszurechnen, kénnen wir wie folgt vorgehen:
Wir schreiben (a + b)® als (a + b) - (a + b)? und ersetzen (a + b)? durch a? + 2ab + b*:

(a+b)>=(a+b)-(a+b)?=(a+b)-(a®+2ab+b*) =
= (a3 + 2a°b + 2ab2) + (aZb + 2ab® + b3) =a® +3a°b+ 3ab® +b°
Um eine allgemeine Formel fiir (a+b)™ herzuleiten (fiir beliebige Exponenten n € IN)
gehen wir wie folgt vor: Fiir n = 0 ist (a + )" = 1, was wir auch schreiben kénnen als

(a+b)° =1a"" .
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Was wir uns merken ist die Zahl 1 die bei a’b° steht. Fiir n = 1 ist (a +b)* = a + b,
was wir auch schreiben konnen als

(a+0b)' =1a"t’ +1a"b",

und was wir uns merken sind die Zahlen 1, 1, die bei a'b" und bei a®b* stehen. Weiter

sehen wir,

= dass der Exponent von a abnimmt (zuerst 1 dann 0),
= dass der Exponent von b zunimmt (zuerst 0 dann 1), und
= dass die Summe der Exponenten von a und b immer gleich 1 ist.
Fiir n = 2 ist (a + b)? = a® + 2ab + b?, was wir auch schreiben kénnen als
(a+b)° =10 + 2a'b" + 1a°b?
und was wir uns merken sind die drei Zahlen 1, 2, 1, die bei den Ausdriicken

a?b?, a'bt, a®b? stehen. Was wir wieder sehen ist,

= dass der Exponent von a abnimmt (von 2 auf 0),
= dass der Exponent von b zunimmt (von 0 auf 2), und
= dass die Summe der Exponenten von a und b immer gleich 2 ist.
Fiir n = 3 erhalten wir
(a+b)% =10 + 3a®b" + 3a"b* + 1a°0°
und wieder merken wir uns die Zahlen 1, 3, 3, 1, und wieder sehen wir,
= dass der Exponent von a abnimmt (von 3 auf 0),
= dass der Exponent von b zunimmt (von 0 auf 3), und
= dass die Summe der Exponenten von a und b immer gleich 3 ist.
Wenn es so weitergehen wiirde, so miisste (a + b)* von folgender Form sein:
2a*° + ?a°p' + 76207 + 70’ + 7a°b?,

wobei an Stelle der “?” geeignete Zahlen eingesetzt werden miissen. Um diese Annahme
zu iiberpriifen, rechnen wir (a+b)? einfach aus. Die folgende Graphik soll die Rechnung

illustrieren.
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(a+0b)° = 1a°8°
(a + b)l = la'b® + 1a%b
(a +b)? = 1a%b° + 2a'b! + 1a%b?
(a +b)° = 1a®b° 3a2bt 3a'b? 1a°b3
1a4b0 + 1a3bt + 3a>bt + 3a2b? + 3a%b? + 3alb® + 1a'b® + laob4
—— N—_—— ——
(a + b)4 = 1a*b° + 4a°b! + 6a’b? + 4a'b® + 1a"b?

Betrachten wir nun bloss die Zahlen, die wir beim Berechnen von (a + b)" jeweils
antreffen, so sehen wir, dass wir diese in einem Dreieck anordnen kénnen; und durch
das soeben gesagte wissen wir auch, wie wir dieses Zahlendreieck fortsetzen kdnnen:

1
VRN
1 1
¥ O\ _ N\
1 2 1
¥ X 2 ¥ N\

1 3 3 1
£ N N 4N
1 4 6 4 1
¥ N ¥ N K N £ N g\
1 5 10 10 5 1

Dieses Zahlendreieck heisst Pascal’sches Dreieck (benannt nach dem Mathematiker
BLAISE PAscaL).
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5.2 Binomialkoeffizienten

Um die Plétze in diesem Zahlendreieck zu beschreiben, fithren wir ein Koordinatensys-
tem ein, indem wir die Zeilen und die Diagonalen (mit Null beginnend) nummerieren;
die Zeilen werden {iblicherweise mit n und die Diagonalen mit k bezeichnet:

Die Zahl in der n-ten Zeile, k-te Diagonale, bezeichnen wir mit (Z) (sprich “n-tief-k”).
Zum Beispiel ist (8) =1 und (3) = 6. Die Zahlen (Z) heissen Binomialkoeffizienten.

Kehren wir nun kurz zuriick zu den Ausdriicken der Form (a+b)?, (a+b)3, (a+b)?,
und allgemein (a + b)": Ersetzen wir die Zahlen im Pascal’schen Dreieck durch (}), so

erhalten wir

o (2) 2,0 2\ 1,1 2\ 0,2
(a+0) —<O>ab +(1>ab +(2>ab,

3 3\ 3,0 3\ 2,1 3\ 1,2 3\ 0,3
(a +b) _<O> b+(1>ab +(2)ab +<3)ab,

4 (4\ 40 4\ 3,1 4\ 2.2 4\ 1.3 4\ 0,4
(a+) —<O>ab +(1>ab +(2>ab +<3>ab +<4>ab,

und allgemein

n__ [T) n;0 n) n-1;1 ) n-2;2 n 1,n—1 ) 0n
(a+0) —(0>ab +(1)a b +(2>a b —|—...+<n_1)ab +<n>ab.
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Die letzte Formel lédsst sich mit dem Summenzeichen “)"" wie folgt schreiben:

Fiir a = 1 und b = z gilt analog:

SRR U 0 o ) 1
N N — N —— N ——

=1 =nz —pan—1 —zn

bzw.

(1+2)" :Z (Z)zk

k=0

Fir natirliche Zahlen n und k, wobei k < n, definieren wir:

n n!
(k) = El(n— k)

Wir zeigen nun, dass diese so definierten Zahlen mit oben definierten Binomialkoeffizi-
enten des Pascal’schen Dreiecks iibereinstimmen. Dafiir miissen wir folgendes zeigen:

(a) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

o)=L

(b) Fiir alle natiirlichen Zahlen n und k mit k < n gilt:

(1) ()= ()

Die Eigenschaft (a) folgt direkt aus der Definition und Eigenschaft (b) ergibt sich aus

n n n! n!
(k:)+<k+1> By R R DY ey ¥

nl-(k+1)+nln—Fk) nl-(k+1+n—k) (n+1)! _(n—i—l)

E+1)l-(n—k!  (k+D-(n-k G+ (n+)—(k+1)  \k+1
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Bevor wir eine andere Darstellung der Binomialkoeffizienten kennenlernen, méchten
wir zeigen, dass auch die Fibonacci-Zahlen im Pascal’schen Zahlendreieck vorkommen.

Dazu definieren wir fiir natiirliche Zahlen n:

2k<n

wobei Y (";k) bedeutet, dass k die Werte 0,1,... annimmt so lange 2k < n ist.
2k<n

Zum Beispiel ist F5 = ) (3;k) = (g) + (i’), denn wenn 2k < 3 ist, so kann k£ nur die
2k<3

Werte 0 und 1 annehmen. Insbesondere ist Fop = 1, Fy = 1, Fo =2, F3 = 3, Fy = b,
und allgemein gilt:
Fn+2 - Fn+1 + Fn

Das heisst, die Folge Fpy, F1, Fo, ... ist die Folge der Fibonacci-Zahlen.

Im Folgenden schreiben wir die Binomialkoeffizienten in einer Form auf, die uns
erlaubt, (;) auch fiir r ¢ IN zu definieren: Durch Kiirzen mit (n—k)! aus (}) = #Lk),

erhalten wir:

(n) n-(n-1)-(n—2)-...-(n—k+1)
k 1-2-3-...-k

Beachte: Sowohl der Zahler wie auch der Nenner besteht aus k Faktoren.

Mit dieser Schreibweise lasst sich (2) fiir beliebige reelle Zahlen r und beliebige natiir-

liche Zahlen k wie folgt definieren:
)., r\ r-(r—1)-(r—=2)-...-(r—k+1)
0) k| 1-2-3-...-k

Zum Beispiel ist:

und

(—2) _(2)(=3)(-4) - (-5)
1-2-3-4
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5.3 Die Potenzreihe (1 + 2)"

Fiir natiirliche Zahlen n,m gilt einerseits

n+m
(142" (42" = (142" = Z(n2m>zk

k=0

und andererseits gilt

n m n+m
rer R 2o - 2 6

1,=0 l2=0 k=0 l1+l2=k

Somit gilt allgemein fiir natiirliche Zahlen n,m und 0 < k < n +m:

() - 2 )

0<l3<m
li+lo=k

Diese Gleichung gilt auch dann, wenn n und m reelle Zahlen sind (siehe Knopp [1,
Fussnote 2, p.2141.]). Das heisst, fiir reelle Zahlen r, s und natiirliche Zahlen & gilt:

() -2 O6)

0<l>
li+la=k

Wir definieren nun fiir beliebige reelle Zahlen r folgende Potenzreihe:

(1+2)" = <8>z0+<g>z1+ (;)X +...+<;>zk+...
—_— —— ——

=1 =rz _r(r=1) 2
=TTz

Aus der obigen Gleichung folgt, dass fiir beliebige reelle Zahlen 7, s gilt:
(1+2)" (142" =0+2)""

Weil auch gilt (1 + 2)° = 1 und die Potenzreihe (1 4 2)" stetig ist im Exponenten r
(siehe Knopp [1, p. 2151.]), stellt die Potenzreihe (14 2)" auf ihrem Konvergenzbereich,
d.h. fiir |z| < 1, eine Potenzfunktion dar. Zum Beispiel erhalten wir fiir r = 1 die
Potenzreihe

V(14 2) :(l—i—z)% = (%)zo—f— (%)zl—i— (é)zZ—i— (é)z?’—f—
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Setzen wir fiir z = 1, dann konvergiert die Potenzreihe immer noch und wir erhalten

\/52(1+%—%+11—6—%i).

Schnellere Konvergenz lisst sich erreichen mit einem guten Startwert, zum Beispiel

1

49 1 7 1\3
2 = —~(1 —):—-(1 —) .
V2 25 * 49 5 + 49
Da die Reihe (1 + z)" im Allgemeinen nur fiir |z| < 1 konvergiert und ein geeigneter
Startwert nicht immer auf der Hand liegt, sei hier der folgende Trick erwahnt: Ist a

eine positive reelle Zahl, so lisst sich a schreiben als ¢ = 3% mit « = . Damit

a—1
11—z a+1

lasst sich a” wie folgt berechnen:

1 r -1
T:ﬂ wobei =2
(1—a)r a+1

5.4 Berechnung der Brigg’'schen Logarithmen

Mit Hilfe der obigen Techniken lassen sich die Ausdriicke wie zum Beispiel 1016 = 10°1,
1

N PN
10700 = (10$) 10 = 10001 107000 = ((10$) 10) = 10991 et cetera beliebig genau
berechnen. Setzen wir
a:=10"" b:=10%%, ¢:=10%%",
dann folgt aus den Potenzgesetzen:

1024573 — 102 . (15 . b7 . C3

Allgemein kénnen wir mit den Zahlen a, b, ¢ alle Ausdriicke der Form 101000 fiir ganze

Zahlen k beliebig genau berechnen.

Um a = 107 zu berechnen, brauchen wir einen guten Startwert. Ein solcher ist %,
denn 5'% = 9765625 und 4'° = 1048576, d.h.

510 144027
100= "— . (14—~
0= 71 (1+ 1953125)
wobei 1953125 = 5% und 144027 = 32 - 13 - 1231. Zudem ist 22927 ~ (0.07374, was

1953125
bereits ein recht kleiner Wert ist.

Wir definieren nun den Logarithmus (zur Basis 10) einer Zahl y, geschrieben log(y),
als die Zahl, welche auf 10 gestellt y ergibt, das heisst

10108(31) =y.
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Um zum Beispiel den Logarithmus von 666, also log(666) auf drei Dezimalstellen nach
dem Komma zu bestimmen, miissen wir eine Zahl y = yo.y1y2ys3 finden, so dass 10Y ~
666 ist. Mit den obigen Uberlegungen ist 3o = 2, und es gilt

102 ca¥t bV . oY~ 666

Wir suchen zuerst den grossten Exponenten ki, mit 0 < k1 < 9, so dass gilt 100-a** <
666, und setzen y1 := k1. Dann suchen wir den grossten Exponenten k2, mit 0 < ko <9,
so dass gilt 100-a**-b*2 < 666, und setzen yo := ko. Zuletzt suchen wir den Exponenten
ks, mit 0 < k3 < 9, so dass 100 - a®* - b2 . ¢¥3 méglichst nahe bei 666 ist, und setzen
y3 1= k3.

Wir koénnen natiirlich auch umgekehrt vorgehen und sozusagen “auf Vorrat” Loga-
rithmen berechnen, indem wir alle Produkte akr.pkz. ks (fir 0 < k1, k2, ks < 9) berech-
nen und diese Produkte in eine Tabelle, eine sogenannte Logarithmentafel, schreiben.
Mit Hilfe der drei Zahlen a, b, ¢, die wir mit Hilfe der Potenzreihe (1 + z)" berechnen
kénnen, konnten wir nun also (von Hand!) eine Logarithmentafel mit drei Nachkom-
mastellen (dreistelligen Mantissen) erstellen.

Bemerkung: Logarithmen zur Basis 10 heissen auch Brigg’sche Logarithmen, nach
dem englischen Mathematiker Henry BrRIGGS der als erster (fast gleichzeitig mit Jost
BURaI) eine Logarithmentafel berechnet hat. Es sei erwihnt, dass BriGas seine 30’000
Logarithmen nicht mit unserer Methode berechnete—denn diese war damals noch nicht
bekannt —sondern durch 54-maliges fortlaufendes Quadratwurzelziehen der Zahl 10 mit
einer Genauigkeit auf 30 Stellen.
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6.1 Die Exponentialfunktion exp(z)

Exponentialfunktionen a® (fiir positive Werte a) haben folgende Eigenschaften:

= g0=1
» Fiir alle reelle Zahlen x,y gilt: a*7Y = a® - a¥.

Umgekehrt nennen wir eine Funktion mit diesen Eigenschaften eine Exponentialfunk-

tion zur Basis a := a'.

Die Potenzreihe exp(z) ist nun wie folgt definiert:
2 3 x _n
z oz z z
exp(a) = (1+ G+ g+ g+ ) = 2

n=0

Wie sich leicht zeigen lasst, konvergiert exp(z) fiir alle Werte von z.
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Wir zeigen nun, dass exp(z) eine Exponentialfunktion ist. Zuerst erhalten wir
exp(0) = 1, womit die erste Eigenschaft erfiillt ist. Fiir die zweite Eigenschaft miissen
wir zeigen, dass fir alle x,y gilt: exp(x 4+ y) = exp(x) - exp(y). Einerseits haben wir

oo

expla+y) = Y LU zz

=0 =0 k=0

und andererseits haben wir

k1 |, ks
-y
exp(z) - exp(y) = Z Tkl

ky,ko€N

Die Gleichung exp(z + y) = exp(x) - exp(y) ist also genau dann erfiillt, wenn die

k k1 ko

Koeffizienten von z* - y' =% bzw. " . y*2 in den entsprechenden Potenzreihen iiberein-

stimmen. Wenn wir in der Potenzreihe von exp(z + y) setzen k := k1 und [ := k1 + ko,

so ist I — k = ko und wir erhalten als Koeffizient bei 2%t - y*2:

(k1+k2) (k1tko)!
k1 kil k! 1

(k1 +k2)! (k1 +ka)!  Kal- kol

was tatsichlich dem Koeffizienten von z*! - 4*1 in der Potenzreihe exp(z) - exp(y)

entspricht.

Definieren wir nun

e:=exp(l) dh e=1 —I— —I— —I— ' —I—

3! Pt

4
so ist e die Basis der Exponentialfunktion exp(z). Die Zahl e heisst Euler’sche Zahl.

Weil exp(z) die Exponentialfunktion zur Basis e ist, kdnnen wir anstelle von exp(z)
auch e® schreiben. Damit ldsst sich leicht zeigen, dass e irrational ist, d.h. e lasst sich
nicht als Bruch schreiben: Wire namlich e ein Bruch, so gébe es natiirliche Zahlen
p,q € N mit e = %. Dann wiére

1
e

bS]

und nach Multiplikation mit p erhalten wir p- % = q, also wére auch p- % eine natiirliche
Zahl. Insbesondere wére

1
ploo=rp-1q

eine natirliche Zahl. Nun ist aber

1 . -t -1%  (-1)3 -1 (=1)pt!
—=c :1+(1!) +(2!) +(3!) +...+(p!) +((pj31)!

+ ...



6.2 Die Potenzreihe In(1 + z) 33

und nach Multiplikation mit p! erhalten wir
_1)pt1 —1)pt2 —1)pt+3

(( ) + (=1 + (-1) +.. )
p+1  (p+DP+2) (+1E+2)(p+3)

wobei N eine natiirliche Zahl ist. Weil nun die alternierende Reihe sicher keine na-

1

tiirliche Zahl darstellt, kann p! - % keine natiiliche Zahl sein; insbesondere ist e keine
rationale Zahl.

6.2 Die Potenzreihe In(1 + 2)

Sei In(a) der Logarithmus zur Basis e von a, d.h.

eln(a) —a.

Der Logarithmus zur Basis e heisst natiirlicher Logarithmus oder logarithmus
naturalis.

Im Folgenden bestimmen wir die Potenzreihe von In(1 + z). Zuerst ist

2 1.2 3 .13
(142)" = e ini+z) — (1—|—r~ln(1+z) +r ln2('1—|—z) + 1 ln3(|1—|—z) —I—)

Andererseits ist

) e o) o2
1 T—1 . L .
(1+2) trert T AT 1.2-3 o

Da die beiden Potenzreihen, welche beide geordnet sind nach Potenzen von r, gleich
sind, miissen auch die beiden Terme bei r iibereinstimmen und somit gilt:

2 3 > +1

ln(1+z):(2—%4-%—%:&...):2(_1)”;”_“

n=0
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Die Potenzreihe In(1 + z) konvergiert fiir alle z mit |z| < 1, aber auch fiir z = 1. Es ist

also -
111 a1
ln(2)—ln(1—|—1)—(1—§+§—Z:I:...)—Z(—1) —

n=0

Mit Hilfe der Potenzreihe In(1 + z) ldsst sich In(a) fiir alle positiven reellen Werte a
14z

l—x

berechnen: Ist ndmlich a eine positive reelle Zahl, so lasst sich a schreiben als a =
mit « = Z—_T_} (wobei |z| < 1). Damit ldsst sich In(a) wie folgt berechnen. Zuerst setzen

WIr

_a—l
_a—|—1
dann ist
1+x z3 0 7
1 :1( ):1 1 —In(1— :2-( ror . r )
n(a) n{1—, n(l+z)—1In(l —2) S s
d.h.

> 2n+1 1

x . a—
In(a) =2- E 1 WOle(E—a+1
n=0

Damit kénnen wir fiir a > 0 beliebige Potenzen von a berechnen, denn es gilt:

ab _ 6ln(a)'b

6.3 Die Reihe der reziproken Primzahlen

Als Anwendung der Potenzreihe In(1 + z) zeigen wir, dass die Reihe der reziproken

Zl
- — Q.
p

p prim

Wir betrachten zuerst das unendliche Produkt
1 — 1) 1)’ 1) 1) 1 T

Jeder Faktor 1_1l ist von der Form geo(%), d.h. jeder Faktor entspricht einer Potenz-
P

Primzahlen divergiert, also

reihe
IEE I S SN I
p p* p> pt po
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Betrachten wir zum Beispiel nur die ersten fiinf Faktoren dieses unendlichen Produkts,
d.h. die Faktoren mit p = 2,3,5,7,11, dann ergibt das Produkt der entsprechenden
Potenzreihen die Summe der Reziproken aller positiven natiirlichen Zahlen n, welche
in ihrer Primfaktorzerlegung nur die Zahlen 2,3,5,7,11 enthalten. Damit sieht man,

Hlil :Z%

p prim P n=1

dass gilt

e}
und weil Y 1 — oo gilt auch
n=1

1
-

Insbesondere divergiert

ln(H 1i1) => 1n(1_1%) =-> ln(l—%) -

p prim p p prim p prim
1 1 1 1 1 1
Z(;+@+$+m) = Z; ) (2]7+@+~')
p prim p prim p prim

<2 (siehe Kap. 3)

und weil in der letzten Summe der zweite Summand beschrankt ist, muss der erste

Summand unbeschrénkt sein, und somit gilt:

Z%_m

p prim
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7.1 cosh(z) & sinh(z)

Mit Hilfe der Funktion e* bzw. mit der Potenzreihe exp(z) definieren wir nun zwei
weitere Potenzreihen, nimlich cosh(z) und sinh(z):

e —|—€7Z 22 Z4 26 Sasd Z2n
b = (CET) — e Bt 2
cosh(z) 2 G+ +arat-) =2 (2n)!
n=0
e — e~ ? 3 25 7 0 22n+1
e = (57 =g - £
sinh(2) 2 Crytmtat ) 2 2n+ 1)

Aus den Definitionen folgt mit Hilfe der binomischen Formeln folgende Beziehung;:
cosh(z)? —sinh(z)? = 1
Wenn wir anstelle von z die Variable t einsetzen und fiir jedes ¢ € R den Punkt

P; = (cosh(t),sinh(t))
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in R? berechnen (d.h. cosh(t) ist die z-Koordinate von P; und sinh(t) ist die y-
Koordinate von P;), so sehen wir, dass alle diese Punkte auf der Hyperbel mit der
Gleichung

2 2
-y =1
liegen. Weiter sieht man, dass es zu jedem Punkt Py auf der Hyperbel genau ein to € R
gibt, so dass gilt: Py = (cosh(to), sinh(to))

3 {sinh(to) /

.......................... 7 Po

- cosh(to)

2 3 4

P

>

N

Wegen dieser Beziehung zur Hyperbel heissen die Potenzreihen cosh(z) und sinh(z)

Cosinus Hyperbolicus bzw. Sinus Hyperbolicus

Ist P;, = (cosh(to),sinh(to)) ein Punkt auf der Hyperbel, so ist Py, der an der
x-Achse gespiegelte Punkt. Verbinden wir die Punkte P, und P_¢, jeweils mit dem
Ursprung, so schliessen die beiden Verbindungsstrecken zusammen mit der Hyperbel
ein Flachenstiick ein, welche in der folgenden Figur grau eingezeichnet ist:
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3 {sinh(¢o) /

>

3 4

Die graue Fléche hat nun den Flécheninhalt |to], d.h.
|to| = arcosh (cosh(to)) = arsinh (sinh([to]))

Die Umkehrfunktionen von cosh(z) und sinh(z) heissen deshalb Areacosinus-
Hyperbolicus bzw. Areasinus-Hyperbolicus und werden mit arcosh(z) bzw.
arsinh(z) bezeichnet.
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7.2 cos(z) &sin(z)

Mit Hilfe der Funktion cosh(z) und sinh(z) bzw. mit deren Potenzreihen, und indem
wir z ersetzen durch iz, definieren wir nun nochmals zwei Potenzreihen, namlich cos(z)

und sin(z):
2 4 6 o0 2n
¢ 2z z
= ) = _ — _ — — . = -1 n
cos(z) cosh(iz) (1 5 + TR +...) ngzo( ) @)
3 5 7 i 2n+1
z 22z Z z

1 = —1 - si ) = — — _— — . = —]_ n_~
sin(z) i-sinh(iz) (2 3! + 5! 7! o) n:O( ) (2n +1)!

Aus den Definitionen folgt mit Hilfe der Formel cosh(z)? — sinh(z)? = 1 folgende
Beziehung:
cos(z)? +sin(z)® = 1

Wenn wir anstelle von z die Variable t einsetzen und fiir jedes ¢t € R den Punkt
P; = (cos(t),sin(t))

in R? berechnen (d.h. cos(t) ist die z-Koordinate von P und sin(t) ist die y-Koordinate
von P), so sehen wir, dass alle diese Punkte auf dem Einheitskreis liegen, denn dieser
ist bestimmt durch die Gleichung
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Anders als bei cosh und sinh ist es aber nicht klar, ob es zu jedem Punkt Py auf dem
Einheitskreis ein tg € R gibt, so dass gilt Py = (cos(to), sin(to)). Das heisst wir wissen
nicht, ob die beiden Potenzreihen cos(z) und sin(z) wirklich den trigonometrischen
Funktionen Sinus und Cosinus entsprechen; was wir aber nun zeigen werden.

7.3 exp(ip) in der gaullschen Zahlenebene

Wenn wir in exp(z) fiir z den Wert iy einsetzen, so erhalten wir

2 4 6 3 5

. . 4 2 2 . 2 Y 2
(i) = (1- G+ -Gt ) +i (g -5 +)

Die beiden Potenzreihen fiir Real- und Imaginérteil von exp(ig) erkennen wir als cos(¢)
und sin(p) und wir erhalten die Beziehung:

exp(ip) = cos(p) + i - sin(p)

Daraus folgt, dass in der gaufischen Zahlenebene alle Funktionswerte von exp(iy) auf
dem Einheitskreis liegen. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass fiir alle ¢ € R gilt:

|exp(ip)] =1

Um zu bestimmen wie lange der Weg ist, den exp(ip) auf dem Einheitskreis ziickge-
legt hat, wenn ¢ von 0 bis o lauft, miissen wir etwas weiter ausholen. Wir unterteilen
zuerst den Weg von 1 = exp(i - 0) bis exp(i¢p) in ein Polygon mit n Teilen, sum-
mieren dann die Langen I der einzelnen Streckenabschnitte (das ergibt uns L), und
berechnen dann, dhnlich wie dies ARCHIMEDES fiir den Kreisumfang getan hat, den
Grenzwert der Summe L, wenn n gegen unendlich geht (d.h. beliebig gross wird).

Fiir ein Polygonstiick I, (1 < k < n) gilt:

4 ke i E=Deq
I, = |e n — e . ‘
i E=Deq 320
= [ @ )
i (E=Deq i%0
= [ e -]

Weiter gilt
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und somit ist

090 ;PO 190 ;PO (n— 1)%0
Ln = |e" = |-|e" =1+ ]e" = |-|e"™ —1|+...+]¢ |- ‘e E|
——
=1 =1 =1
120 20 Y0
:’en—l‘ + ‘en—l‘ + o+ ’en—l‘
; 20
= n-le 1

Um nun den Grenzwert von L, zu berechnen, wenn n immer grosser wird, wihlen

wir ein festes o > 0. Es gilt nun allgemein fiir n € IN:
ZLPO 2
ne (e - 1) (<1+wo+( ) +...)—1)
(ipo)” 900)2 n (io)®
- 2! n? - 3!
Das heisst, wenn n gegen unendlich geht, dann geht n - (e"ﬂnl - 1) gegen ipo (weil

alle anderen Terme 0 werden), und somit geht L, = n - S - 1| gegen @o. Nun

= 4o + +...

muss noch gezeigt werden, dass e’? nicht springt (folgt aus obigen Uberlegungen), im
Gegenuhrzeigersinn auf dem Einheitskreis 1auft und nie die Richtung &ndert: Dafiir
betrachtet man kleine Werte ¢ und zeigt, dass der Imaginirteil von e'? positiv ist.
Falls eine Richtungsdnderung vorkommt, wiirden wir ¢ und ¢ finden mit ¢ —1 beliebig
klein, so dass e'¥ = e'¥. Dividieren wir auf beiden Seiten durch e'¥, so erhalten wir
e’ (?=%) = 1, und weil ¢ — ¢ klein ist, wire der Imaginirteil von ele=v) positiv, also

ein Widerspruch.

Damit ist auch gezeigt, dass die beiden Potenzreihen cos(z) und sin(z) tatséchlich
den trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus entsprechen.
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Die Funktionen Cosinus und Sinus bestimmen eine iiberstrichene Bogenldnge. Die Um-
kehrfunktionen von cos(z) und sin(z) heissen deshalb Arcuscosinus bzw. Arcussinus

und werden mit arccos(z) bzw. arcsin(z) bezeichnet.

7.4 Berechnung von 7

Aus obigem folgen z.B. die Gleichungen
€™ =-1 und e'r =i
und aus der zweiten Gleichung folgt:
T
In(é) =i—
n(i) =1 3

Nun wenden wir die Methode aus dem letzten Kapitel an, um In(z) zu berechnen. Wir

setzen zunéchst

i1
it1
und berechnen dann
X 2ntl , . .
7 7 7 ) 1 1 1
2. :z(—— ———i”J:QWO—— ———i”)
2:%+1 'm3t5 7 ’ 3t5 77
n=0
Das heisst . 1 .
(i) =2 (1-5+z--%...)=ic
n() =2 3t5 77 '3
woraus folgt:
m 1 1 1 1 1 1
To(1—2+4+2-2 ) : —4 (1—— Sz )
1 ( 3 + 57 + bzw T 3 + 57 +
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8.1 3 und andere Unmdglichkeiten
In diesem Kapitel geht es daraum, Liicken im Definitionsbereich von Funktionen “sinn-
voll” zu schliessen. Zuerst betrachten wir graphisch wann dies sinnvoll ist, und dann be-
rechnen wir algebraisch welchen Wert die Funktion an einer solchen “hebbaren Liicke”
hat. Dazu betrachten wir zuerst folgende beiden Funktionsgraphen:

P
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Die erste Funktion f(z) = ”;2:11 hat zwar eine Definitionsliicke bei z = 1, denn

12-1 0

T =3=7=3

aber wie wir sehen, kénnen wir diese Liicke sinnvoll schliessen indem wir einfach defi-
nieren f(1) := 2. Definitionsliicken dieser Art heissen hebbare Liicken.

Die zweite Funktion g(z) = %=% hat ebenfalls eine hebbare Liicke bei z = 1, die wir
durch die Definition ¢(1) := % schliessen. Andererseits ist die zweite Definitionsliicke
bei x = —1 wie wir sehen nicht hebbar.

Die Frage ist nun, wie wir hebbare Liicken erkennen, ohne den Funktionsgraphen zu
zeichnen, und wie wir den Wert berechnen, den eine Funktion an einer hebbaren Liicke
annimmt. Die Antwort auf diese Frage ist erstaunlich einfach, sie heisst Kiirzen!

Betrachten wir zuerst f(x). Es ist leicht zu sehen, dass gilt

22—1 (z+1)(x—1)

f(m)::r—l_ @—1 =xz+1

und somit ist f(z) = x + 1 welche bei © = 1 keine Liicke im Definitionsbereich mehr
hat und bei z = 1 den Wert 2 annimmt, also f(1) = 2, wie oben definiert. Bei der
Funktion g(x) ist die Sache &hnlich:

z—1 (x—1) 1
9(r) = 5— = — =
22—-1 (z+1)(z—-1) z+1
und somit ist g(z) = %H welche bei z = 1 ebenfalls keine Liicke im Definitionsbereich
mehr hat und bei z = 1 den Wert 1 annimmt, also g(1) = 1, wie oben definiert.
Anders verhélt es sich mit der Definitionsliicke bei = —1. Hier erhalten wir
1 1
1) = P
9= ==77-7%

und wir sehen, dass wir hier die Definitionsliicke nicht “wegkiirzen” kénnen.

Zusammenfassend kénnen wir sagen:

FEine Definitionsliicke ist genau dann hebbar, wenn wir sie wegkiirzen konnen.

Um dies Idee anwenden zu kénnen, miissen die Funktionen in einer Form geschrieben
sein, die uns erlaubt, gewisse Terme zu kiirzen. Wenn wir z.B. die Definitionsliicke bei

x = 1 der Funktion
In(z)

1—=x
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schliessen wollen, miissen wir zuerst In(z) und 1 — x so umformen, dass wir kiirzen
konnen. Den Funktionswert, den wir dann bei der Definitionsliicke erhalten, nennen
wir den Limes der Funktion an dieser Stelle; bezeichnet z.B. durch

lim 2(2)
z—11—2x

8.2 Lange einer logarithmischen Spirale

Im Folgenden werden wir die Lidnge einer logarithmischen Spirale berechnen. Zuerst
betrachten wir eine diskrete logarithmische Spirale, d.h. eine logarithmische Spirale
die aus geraden Streckenziigen zusammengesetzt ist (dhnlich wie im Kapitel 4):

Mit Hilfe des Sinussatzes lasst sich die Lange dieser Spirale (in Abhéngigkeit von o
und ) wie folgt berechnen:
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__sin(B) sin(a) sin?(a) sin® () _
Lol = sy (1 e s wa s e ) "
sin(8) 1 _ sin(/3)
T sin(a+f8) 71— sifli(nogi?@) ~ sin(a + B) — sin(a)

Die folgende Figur zeigt den Funktionsgraphen der Funktion L(«, B) fiir a = %:

sin(3) vl

L(5.6) =

sin(% +B) — sin(%)

Wir wir sehen, hat die Funktion L(%, ) bei 8 = 0 eine hebbare Liicke und es sollte
gelten:

lim L(% =2

Jim L(3, B)

Um nun die Lénge der logarithmischen Spirale zu bestimmen, miissen wir allgemein
den Limes

lim L
Jim, (o, B)

berechnen. Dazu schreiben wir in L(«, 3) die Funktionen sin(8),sin(a + ), sin(«)

jeweils als Potenzreihe und erhalten:

B-5+5-F+)

((a+p) —odB? 4 odBP o ) (-2 poix )

L(a, B) =
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Im Nenner streicht sich der Subtrahend sin(«) weg und sowohl aus dem Nenner wie
auch aus dem Zahler lasst sich g ausklammern. Wir erhalten

B-(1-8 48 24 )

L(a, B) =
8- (cos(a)+3-p1(a)+52 “p2(a) + B3 -pg(a)+...)

mit pp () Potenzreihen in . Wir kénnen nun  kiirzen, das heisst
4 6
-2 +8 -8+
(cos(@) + B pi(a) + B2 - p2(a) + 8% - ps(a) +...)

und fiir 8 = 0 erhalten wir

L(a, B) =

1
cos(a)

L(a,0) =

8.3 Zur Euler’schen Zahl

Als weiteres Beispiel fiir eine Limesberechnung betrachten wir die Funktion (1 + z)z,
die bei x = 0 eine Definitionsliicke besitzt. Wie der Funktionsgraph zeigt, ist diese
Liicke aber hebbar.

y=(+a)7

P
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1

Um limgz (1 + ) zu berechnen, benutzen wir die Potenzreihe (1 + z)", wobei wir r
1

durch % ersetzen. Den Limes limy—0(1 4+ z)z berechnen wir dann dadurch, dass wir,

nach ein paar Umformungen, einfach x = 0 setzen:

k=0
l.(l_) l.(l_l) (l 2)
14+ 1. z z 2 x x x .3 )
( T 12 ° 7 1-2-3 Tt
- 1-— 21— 1222 — 623
(1+1+ ;1:+ 3z + 2x n 6x + 12x 6x +)
3! 4!
x=0
= (1+1+ +3,+4l+5|+ )

Wenn wir x ersetzen durch %, so entspricht fiir positive z-Werte der Limes  — 0 dem

Limes n — oo, d.h.
. l n —
gLt w)
Analog ldsst sich zeigen:

lim (1+ 2)" = ¢,

n— oo
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0.1 Ableiten als Kiirzen aus Potenzreihen

Um die Ableitung einer Funktion f(z) an der Stelle o zu berechnen, miissen wir den

L L @0 +h) = f(zo)
h—0 h

Limes

berechnen. Fiir A # 0 heisst

f(xo+h) — f(xo)
h

Df((Eo,h) =

Differenzenquotient. Die Ableitung von f(z) an der Stelle xo, bezeichnet mit f(xo)’,
ist also der Limes

lim D h

Jim Dy (zo, h)

den wir Differentialquotient nennen.

Das Differenzieren von Potenzreihen f(z) ist also nichts anderes, als was wir be-
reits im vorigen Kapitel beschrieben haben, und funktioniert wie folgt: Zuerst wird
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die Funktion f(z) als Potenzreihe geschrieben, dann wird im Differenzenquotienten
Dy¢(zo, h) mit h gekiirzt und anschliessend h = 0 gesetzt; D(xo,0) ist dann f(zo)’.
Mit der Summenregel konnen wir diesen Prozess sogar noch vereinfachen, indem wir
die Potenzreihe f(z) termweise ableiten.

Wir betrachten zuerst das einfache Beispiel f(z) = 2" (fiir » € R) und berechnen die
Ableitung von f(x) an der Stelle zo # 0. Es gilt:

xo+h)" —xg zo- (14 2))" — b
Df(illo,h) = (0 h) 0 = ( ho) =

zh - (L+ )" —ap ah((1+ L) —1)

h N h

o S ()

» i (DG
A R SAT

h

he o0 (0 > 3
- k;(k) S— Y () =
k=1

B (r s b QAR () =

Zo

o1 L er—1

Es gilt somit allgemein fiir reelle Exponenten r € R:

(.’ET)/ = r. x?"—l

Wenn wir nun eine Potenzreihe ableiten, so kénnen wir einfach die Summenregel an-

wenden und die einzelnen Terme der Potenzreihe einzeln ableiten.

Als Beispiel berechnen wir die Ableitung von geo(x):

!

geo(zo) = 1 +a' + (@) + (@) +... = 0+14+2z+32>+... = geo(z)®
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9.2 Ableitungen der Funktionen exp(x), In(z),

cosh(x), sinh(z), cos(zx), sin(z)

In(z)’

ex (w)'—(1+x+m—2+x—3+m—4+m—5+ )'
i) = or T3l A Ta T
~— (041 2¢ 322 473 5
= (0 G T )
_ O 1 X (EQ (Es ZL‘4
= (0+ +ﬁ+§+§+ﬂ+'“)
= exp(z)
_ In(2th In(1
_ g Rt —In@) g WG, IO
h—0 h h—0 h h—0
h h2 h3 ht
_ oy (E_ﬁ"'ﬁ_m"""')
= a5 h
1 h h?2 h?
. h'(;—zmz+w—m+-~)
= m
B0
_ hm(l_L L )
T ohsol\z 222 0 323 dad
h;Ol
T
2 4 6 8 10
. x x T x T /
cosh(z)’ = (1+—|+—!+—|+—|+1—0!+ )
BT T
N 20 4! 6! 8! 10! v
ZL‘3 ZL‘5 (E7 ZL‘g
= (O+x+3,+5|+ﬁ+9,+...)
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sinh(z)’ = (:17 + =+

st T s T o T
_ fEQ fE4 1'6 fE8 ZL'lO
= (m+§+ﬂ+ﬁ+§+1_o!+“')

= cosh(x)

cos(x)’ = (1 — 30_ +

_(0_2_$+@_@ 8aT _ 102° )
2l T Ar T el TR 10
— (o 2 2 2T 2f
_(_$+§_i+ﬁ_a+.”)
= —sin(x)
. r (ES :L‘5 :1:7 (Eg ;1;11 /
sin(@) = (e- G- mrg ot
ST T AN L
B 31 5l 7ol mr
_ (E2 :L‘4 :L‘6 m8 :L_IO
= l-FrT Tty T t)
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9.3 Ableitungen von Umkehrfunktionen
arctan’ Esist z = tan (arctan(m)) und nach differenzieren auf beiden Seiten nach x

erhalten wir

1 = tan’(arctan(z)) - arctan’(z) =

= (1 + tan®(arctan(z))) - arctan’(z) = (1 + 2°) - arctan’(z)

und somit gilt:

1
arctan’(z) = T = geo(—z?) = (1 —2° +a* =2+ ..)
x

arsinh’ Es ist 2 = sinh (arsinh(z)) und nach differenzieren auf beiden Seiten nach =
erhalten wir

1 = sinh’(arsinh(z)) - arsinh’(z) =

cosh (arsinh(z)) - arsinh’(z) = \/cosh2 (arsinh(z)) - arsinh’(z) =

\/1 + sinh? (arsinh(z)) - arsinh’(z) = /1 + 22 - arsinh’(z)

und somit gilt:
1

= )

arsinh’(z) =

arcsin’ Es ist = sin (arcsin(z)) und nach differenzieren auf beiden Seiten nach

erhalten wir

1 = sin’(arcsin(z)) - arcsin’(z) =

cos (arcsin(z)) - arcsin’(z) = /cos? (arcsin(z)) - arcsin’(z) =

\/1 — sin? (arcsin(z)) - arcsin’(z) = /1 — 22 - arcsin’(z)

und somit gilt:
1

o o

arcsin’ (z) =
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= quadratische Gleichungen
= [ineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

10.1 Lineare homogene Differentialgleichungen

In diesem Abschitt suchen wir Funktionen f(z) welche eine Gleichung der Form
F@) + ana fO7V@) 4t e fY@) a0 f(2) = 0

erfiillt, wobei f(”) die n-te Ableitung von f bezeichnet und an—1,...,ao reelle Zahlen
sind. Solche Gleichungen heissen lineare homogene Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten: “linear” weil wir eine Linearkombination von Ableitungen
von f haben, “homogen” weil rechts vom Gleichheitszeichen eine 0 steht, und “mit
konstanten Koeffizienten” weil die Koeffizienten an—1,...,a0 konstant sind. Wie bei
den Differenzengleichungen im Kapitel 2 berechnen wir mit dem Ansatz

fz) =€
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)\:c’ SO

zuerst die Fundamentallosungen der Differentialgleichung. Setzen wir f(z) = e
wird mit
f(n) (ZL‘) —\". e)\:c

aus der obigen Differentialgleichung die Gleichung
AN e a1 AT ar A e fage™ =0
und nach Division durch e*® erhalten wir:
N 4 an—1- A"+ +ar-Ada =0
Fiir jede Nullstelle A\p des Polynoms

A" 4 e A" L+ ar N+ oao

20 gine Lésung der urspriinglichen Differentialgleichung. Sind

ist somit die Funktion e
nun allgemein A1, ..., A, die n (nicht notwendigerweise verschiedenen komplexen) Null-
stellen des obigen Polynoms, so ist jede Funktion e (fiir 1 <4 < n) eine Lésung der

urspriinglichen Differentialgleichung und auch jede Linearkombination
c1-eMT 4 ey ee®

ist eine Losung dieser Differentialgleichung. Sind die n Nullstellen A1, ..., A\, paarweise
verschieden, so sind die Funktionen e*i® die Fundamentallgsungen der Differentialglei-
chung und die allgemeine Losung ist gegeben durch:

f@) = c1-eM® 4+ .. 4 cp-e”

Sind die n Nullstellen A1,..., A, nicht paarweise verschieden, so lasst sich dhnlich
wie fiir Differenzengleichungen zeigen, dass, wenn A\ eine k-fache Nullstelle ist, die

Funktionen
Az Az 2 Az k—1 Az

e, xz-e’t, v, .. ot e
Fundamentallésungen der Differentialgleichung sind.

Wie fiir Differenzengleichungen betrachten wir im Folgenden nur den Fall n = 2,
d.h. Differentialgleichungen der Form

f(@) + a1 f'(z) + ao- f(z) = 0.
Die Nullstellen des entsprechenden Polynoms
/\2 + a1 A+ ag

sind

N —a1 £ /a2 — 4dao
12:
’ 2
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Fall a? — 4a9 > 0

Ist a3 — 4ao > 0, so ist A\; # A2 und die allgemeine Losung der Differentialgleichung

f'(@) + a1 f'(2) + ao- f(z) = 0
ist
f(x) = c1-eM® + cg- ™"

Mit zwei Anfangsbedingungen wie zum Beispiel f(0) = 1 und f’(1) = 0 lassen sich
dann die Koeffizienten ¢; und c2 berechnen.

Fall a2 — 4a0 = 0

Ist a? — 4ag = 0, so ist

a
Ao =%
die einzige Nullstelle des Polynoms und die Fundamentallésungen sind
eMo? und z- e

Somit ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

(@) + a1 f'(x) + ao- f(z) = 0

also
fl@) = c1 €™ + er-z- e

und mit zwei Anfangsbedingungen lassen sich wieder die Koeffizienten ¢1 und c2 be-
rechnen.

Fall a2 — 4a0 < 0

Ist a? — 4ag < 0, so sind die beiden Nullstellen A\; und Ao komplex und von der Form

/4 _ A2
Mo =axif mit a:—% und 527(1(; “
Die beiden Fundamentallgsungen sind somit e(®*)® = ¢ (cos(Bz) + i - sin(fz))
und e(@~H® = gow (cos(Bx) —i-sin(Bz)), und durch Linearkombination dieser beiden
Losungen—und weil sowohl der Real- wie auch der Imagindrteil der Funktion eine
Losung der Differentialgleichung ist —erhalten wir die beiden Fundametallésungen

e“” - cos(Bx) und e®” - sin(Bz) .
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Somit ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung
f'(@) + a1 f'(z) + ao- f(z) = 0

in diesem Fall

f(z) = c1-e** -cos(Bzx) + c2 - €™ - sin(Bx)

und mit zwei Anfangsbedingungen lassen sich wieder die Koeffizienten ¢1 und c2 be-
rechnen.

10.2 Die gedampfte harmonische Schwingung

Die geddmpfte harmonische Schwingung lasst sich durch die Differentialgleichung
f@) + k- f'@) + w fa) =0

beschreiben, mit w? = % und k = -, wobei m die Masse, D die Federkonstante, und

r den Reibungskoeffizienten bezeichnen.

Das entsprechende Polynom
Mtk +w?

hat die Nullstellen

—r+vr2 —4Dm

)\ =
1,2 2m

Ist 72 > 4Dm, so sind die beiden Nullstellen verschieden und reell. Zum Beispiel
erhalten wir fiir r =5, D =2, m = 2, f(0) =0, f/(0) = 1, die Losung:
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Ist 72 = 4Dm, so erhalten wir eine doppelte Nullstelle. Zum Beispiel erhalten wir fiir
r=4,D=2 m=2, f(0) =1, f/(0) =1, die Losung:

flz)=e"+2- - "

Ist schliesslich 7> < 4Dm, so erhalten wir zwei komplexe Nullstellen. Zum Beispiel

erhalten wir fir r =1, D =2, m = 2, f(0) =0, f/(0) = 1, die Losung:

f(@) = Fz e T sin (¥2a)

0.8
0.4
—1 12 3W 7 8 9 10 11 12 13 14
—o.4 |

Ist die Schwingung ungedampft, also » = 0, so erhalten wir natiirlich ebenfalls kom-
plexe Nullstellen. Zum Beispiel erhalten wir fir r = 0, D = 2, m = 2, f(0) = 1,
f/(0) = —2, die Lésung:

f(x) = cos(z) — 2 - sin(x)




62 10 Einschub II: Differentialgleichungen

10.3 Potenzreihenansatz

Zum Schluss dieses Kapitels 16sen wir Differentialgleichungen mit einem Potenzreihen-
ansatz. Gegeben sei z.B. folgende Differentialgleichung:

f(z) = cos (f(=)) mit f(0)=0
Dazu setzen wir
f(@) = (co+ c1z + c2a® + c32” + caz® +..)

und erhalten
(@) = (c1 + 2caz + 3c32” + dcax® +..)

Wenn wir nun in der Potenzreihe cos(z) fiir « die Potenzreihe f(x) einsetzen, so kénnen

wir sukzessive die Koeflizienten cg, c1, c2, ... berechnen:
con=0, c=1 c3 = 1 cs = L cr = _ 6L
S Y TV VT R

Damit erhalten wir die Potenzreihe
1.3, 1.5 _ 61 7
f@)=(z—32° + 532° — 552 +...)
welche fiir |z| < 1 konvergiert (der Konvergenzbereich ist sogar etwas grosser).

Analog 16sen wir die Differentialgleichung

fl@) =2+ fx)?  mit £(0)=1

und erhalten
flx) = (1—}—;1:—1—302—}—%;1:3—}—%;1:4—1—...)

welche ebenfalls fiir |z| < 1 konvergiert.
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» Hauptsatz der Integralrechnung

11.1 Integration von Potenzreihen

Die Potenzreihe der Stammfunktion F'(x) einer Potenzreihe f(z) erhalten wir, indem

wir die Potenzreihe f(z) termweise integrieren.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion
EZ
V2m e 2.

Der Funktionsgraph dieser Funktion ist die sogenannte Gauss’sche Glockenkurve.

0.25 4

—2.5 -20 —-15 —-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
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Der Funktionsgraph hat bei x = +1 je einen Wendepunkt und, wie sich durch Volu-
menintegrale zeigen lasst, gilt:

1

Var

22
e 2

=1

é\g

N

x

Zuerst bestimmen wir die Potenzreihe einer Stammfunktion von e~ 2 :

_=2 z?
/e 2dm:/exp(—i)dx:/(1—%4—%—%:{:...)@0:

(x— z3 + z° _ z’ - (=) g2 + )
1.21.3 " 20.22.5 31.23.7 77 pl.2n.(2n+1) 7

Damit ldsst sich zum Beispiel mit kleinem Aufwand ein Ndherungswert fiir folgendes
Integral berechnen:

1 (=" ~
Vo LT @y~ T

n=0
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11.2 Potenzreihen von Umkehrfunktionen

11.2 Potenzreihen von Umkehrfunktionen

arctan Wir wissen bereits, dass gilt
1 2, 4 6
l—z"4+2"—2"£...)

arctan’(z) = Tk

und durch Integration erhalten wir:

3 5 7
x> oz’ oz
t —(z-Z ———j:..)
arctan(z) (1’ 3—|—5 -
Weil tan(%) = 1, ist arctan(1) = 7, also
T 1 1 1
T_(1-= ———i...)
1 ( 37577
s

was wir bereits frither gezeigt hatten. Eine viel schneller konvergierende Reihe fiir 7

erhalten wir, wenn wir von arctan(%) ausgehen, wie in Knopp [1, p. 261 f.] gezeigt wird.

arsinh Wir wissen bereits, dass gilt
1 _1
= (1427 >

arsinh’(z) = ——
(z) T

und durch Integration der Potenzreihe (1 + acQ)_% erhalten wir:

. 1 3 1-3 5 n 135(2n—1) 2n+1

) = (oLt LB e )
arsinh(z) = (¢ =g e 45— A s o @ Y

arcsin Wir wissen bereits, dass gilt
1 _1
=(1-2%)"2

/!
arcsin' (z) = ——
V1—2z?

und durch Integration der Potenzreihe (1 — 952)7% erhalten wir:

. 1 3
amsm(“")_(ajJrz-?)gC to gt Tty e @nt )
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= partielle Integration

12.1 Berechnen von Fourier-Reihen

Eine Fourier-Reihe ist eine Funktion F(x) der Form

F(e) = %+ Y ancos(nz) + 3 basin(na)
n=1 n=1

Die Zahlen ag,a1,... und by, b2, ... heissen Koeffizienten der Fourier-Reihe. Aus der
Definition folgt sofort, dass Fourier-Reihen immer 2m-periodische Funktionen sind. Um
eine beliebige gegebene 2m-periodische Funktion f(z) als Fourier-Reihe zu schreiben,
nehmen wir an, die Funktion f(z) sei eine Fourier-Reihe und berechnen dann ihre
Koeffizienten. Das Vorgehen ist analog zur Berechnung der Taylorreihe einer Funktion,
denn auch dort nehmen wir an, die Funktion sei eine Potenzreihe und berechnen dann
mit Hilfe der Ableitungen ihre Koeffizienten. Die Annahme, dass alle 2m-periodischen
Funktionen Fourier-Reihen sind, wird dadurch motiviert, dass sich alle “verniinftigen”
2m-periodischen Funktionen (auch nicht-stetige) als Fourier-Reihen schreiben lassen,

bezichungsweise sich durch Fourier-Reihen approximieren lassen.
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Um von einer 27-periodischen Funktion f(x) die Koeffizienten ihrer Fourier-Reihe
zu berechnen, miissen wir zuerst etwas Vorarbeit leistn. Mit partieller Integration wird

gezeigt, dass fiir alle k,n € IN gilt:

- 2 fallsn =k =0,
/ cos(kx) - cos(nx)dr = (7 fallsn=Fkundn,k #O0,
- 0 fallsn #k.
m 0 fallsn=k=0,
/ sin(kz) - sin(nz)dr = (7 fallsn =k und n,k # 0,

- 0 sonst.

s

/ sin(kx) - cos(nz) dz

—T

Il
o

Daraus folgt sofort, das fiir Funktionen F(z) der Form
a > >
F(x) = 70 + zjl an cos(nx) + zzl by, sin(nx)
n—= n—=

fiir die Koeffizienten a,, und b,, gilt:

an = 1 / F(z) - cos(nx)dx bzw. by = 1 / F(z) - sin(nz) dz .
™ T

—T

12.2 Die Fourier-Reihe der Sagezahnfunktion

Als Beispiel berechnen wir die Fourier-Reihe der Sdgezahnfunktion: Gegeben sei die
2m-periodische Funktion s(x) welche fiir z-Werte im Intervall [—m, 7] mit der Funktion

x ubereinstimmt.

Die Funktion s(z) ist ungerade und somit verschwinden alle Koeffizienten a,. Die
Koeffizienten b,, der Fourier-Reihe von s(z) sind:

falls n gerade,
bn =

3o 3

falls n ungerade.

Die Fourier-Reihe von s(z) ist also

(-1t

M8

S(z)=2-

sin(nx) .

3
Il
—
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Die folgende Graphik zeigt den Funktionsgraphen von s(z) zusammen mit den Funk-
n+1
tionsgraphen 2 - Zﬁ;l % sin(nx) fir N = 1,2, 3, 10, 50.

Dagilt S(3)=2-(1— 241 —-1+...) =%, erhalten wir

-(-debbe)

_|_

was wir bereits zweimal bewiesen haben.

12.3 Die Reihe der reziproken Quadratzahlen

Als letztes Beispiel berechnen wir eine Fourier-Reihe, welche uns ermdoglicht die Reihe

o0
>~ -4 zu berechnen. Dazu betrachten wir die Funktion z* auf dem Intervall [—m, 7).
n=1

Sei also g(z) die 2m-periodische Funktion welche fiir z-Werte im Intervall [—7, 7] mit
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der Funktion 22 iibereinstimmt. Wir suchen die Fourier-Reihe G(x) der Funktion g(z).
Die Funktion g(z) ist gerade und somit sind alle b, gleich 0. Fiir die a,’s gilt:

5 1 273 2x?
ag = r'dr = —- = —
T

—T

3|

3 3
und fiir n > 1 erhalten wir

falls n gerade,
an =

4
n2
4

P

falls n ungerade.

Die Fourier-Reihe von g(x) ist also

% Z — cos(na:)
2

Weil G(x) auf dem Intervall [—m, 7] mit der Funktion 2 iibereinstimmt, ist G(7) = 72,

also
2

™ 21
2 44. = — g2

und nach einfacher Umformung erhélt man:
S
= n?

Ebenso lassen sich, mit Hilfe der Fourier-Reihen der Funktionen z*,

28, et cetera die

Reihen Zn 1 n4, ZZO 1 n5 , et cetera berechnen — nicht aber die Reihen fur ungerade

Potenzen. Denn wenn wir zum Beispiel die Fourier-Reihe der Funktion z® berechnen

und diese an der Stelle 5 auswerten, so erhalten wir

o 3
>V Gy =
n=0

und &hnliche Formeln erhalten wir mit den Fourier-Reihen der Funktionen z°, m7, et

cetera fiir die Reihen Y °7 (—1)"- m, Yoo (=)™ et cetera.

1
(2n+1)7’
Bemerkung: Nach Knopp [1, p.246] haben sich Jakob und Johann BERNOULLI aufs
ausserste bemiiht um die Summe der Reihe ) o7 , # zu finden. Ersterer hat die Lo-

sung des Problems nicht mehr erlebt, die erst durch Leonhard EULER im Jahre 1735
gefunden und in seinem Werk De summis serierum reciprocarum publiziert wurde.
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