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Losung 16

1. Aufgabe

o reamer = (1) (4 2)= ()

(b) Mit (a) folgt

(c) Es gilt

E=A"'TD
= A7'T(T1AT)
=AY TT YHAT
= A~ Y1) AT
= AAT
= LT
=T

(-1 =2
A1 1)
2. Aufgabe
(a) A ist regulér, falls det(A) # 0 ist. Mit zum Beispiel der Regel von Sarrus folgt
det(A) =8+0+A—0—0=8+\

Die Matrix A ist somit regulér sofern A # —8 gilt.

(b) Sei also A # —8. Dann ist A regulir und besitzt somit eine inverse Matrix A~!. Diese kann mit der
folgenden Formel berechnet werden:

1 a1 Q21 G31
-1 _ _
=T | @12 a22 a32
det(A) faz sz [

a13 Qg3 Qasg

wobei a@;; = (—1)"*7 det(A;;) ist, mit A;; der Untermatrix von A, die durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte von A entsteht.

Zum Beispiel ist

1 2

det(Aq1) = det <2 0) =4-0=4. und somit ay = (1) 4 =4,
det(Agl) = det <

(1) 3) =—A und somit as = (*1)2+1 (=N = A
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Die anderen Eintrége werden ahnlich berechnet und man erhalt
az1 = =2\, Gi12=-2, ax=4, ax=A a3=1, ax3=-2, az =4

Aus (a) wissen wir, dass det(A) = 8 + A. Alles einsetzen liefert fiir die inverse Matrix

4 A 2\
1 (4 A 2A 81X Bix TEEX
A—1: -9 4 A — _ 2 _4 A
8+>\ 8+ 8+2)\ 81)\
=24 o U s W oY
3. Aufgabe
(a) Wir berechnen
13 -1/1 0 0 1 3 —-1] 1.0 0
AL)=[2 5 -1]0 1 0 | 2250 -1 1]-21 0
04 -3/0 0 1 0 4 -3/ 00 1
1 3 —-1] 10 0 1 3 0|-7 4 1
Lt g 1 1|-2 10 |20 -1 0| 6 -3 -1
0 1/-8 4 1) 727 \o 0 1|-8 4 1
vy 1 0[ 1L =5 2\ (1001 -5 -2
Lt3% 1 g —1 0| 6 -3 -1 001 0[=6 3 1 |=4".
0 0 1/-8 4 1 00 1/-8 4 1

Auf der linken Seite haben wir die Matrix A zur Einheitsmatrix umgeformt. Auf der rechten Seite steht
jetzt also die inverse Matrix

11 -5 =2
Al'=] -6 3 1
-8 4 1

Ferner gilt

1 3 -1\ /11 -5 -2 1 0
A-At=(2 5 -1||-6 3 1 |=(0 1 0].
0 4 -3/ \-8 4 1 00 1
(b) Wir berechnen
3.1 4[1 00\ 1 2 0]0o 10
BI)y=[ 12 o0/0 1 0 220031 41 0 0
01 —2|0 0 1 01 —2(0 0 1
s 12 0fo 10\ 1 2 0]0 10
282 g -5 4|1 -3 0 2% g1 —8]1 -3 6
0 1 —2/0 0 1 01 —2/0 0 1
1 2 0 1 0\ ,, 1 2 0 0 1 0
RN VI 1 -3 6|01 -8 1 -3 6
00 -1 3 -5 00 1|-1/6 1/2 —5/6
. 1 20 0 1 0\ , ., 1 00| 2/3 -1 4/3
Lt g1 0| —1/3 1 —2/3 | 2220 1 0|-1/3 1 -2/3
00 1|-1/6 1/2 —5/6 00 1|-1/6 1/2 —5/6
Die inverse Matrix ist also
2/3 -1 4/3
B'=| -1/3 1 -2/3 |.
-1/6 1/2 —5/6
Ferner gilt
31 4 2/3 -1 4/3 1 00
B-B'=(12 o0 -1/3 1 —=2/3| =0 1 0
0 1 -2/ \-1/6 1/2 —5/6 0 0 1
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(c) Wir berechnen

4 5 —-1]1 0 0 2 0 1]0 1 0
C=(20 1/010|Z222 45 -1{1 0 0
31 0/0 0 1 31 0[0 0 1
10 1/2]0 1/2 0 10 1/2|/0 1/2 0
22% 31 0j0 001 | 2= 01 -3/2|0 -3/2 1
3% 45 -1{1 o0o0)®?* \os -3/1 -20
1o 1/2[0 1/2 0\ ,, (10 12| 0 1/2 0
L% g1 —3/2]0 -3/2 1 | 2= 0 1 —3/2| 0 —3/2 1
00 9/2|1 11/2 —5 00 1]2/9 11/9 —10/9
10 0[-1/9 —-1/9  5/9
3
2% 00 1 0| 13 13 23
Zi=3Z \ 0 0 1| 2/9 11/9 -10/9
Die inverse Matrix ist also
-1/9 -1/9  5/9
cl = /3 1/3  —2/3
2/9 11/9 —10/9
Ferner gilt
4 5 -1\ [-1/9 —1/9 5/9 100
c.-ct=[(2 0 1 /3 1/3 -2/3]=(0 10
31 0 2/9 11/9 —10/9 00 1

4. Aufgabe

(a) Wir wollen den Laplaceschen Entwicklungssatz verwenden. Wir entwickeln nach der ersten Zeile. Wir

miissen also die Determinanten der Untermatrizen

a9 O O

a1 0 0 az1 az 0 a1 az 0
Cu=|0 bux bia|, Cia=|0 bux bia|, Ciz=| 0 0 bi2), Cu=1|0 0 b
0 ba boo 0 b2 boo 0 0 b 0 0 by

bestimmen. In den Matrizen Cy3 und C14 sind die zweite und dritte Zeile linear abhéngig. Daher wissen
wir, dass ihre Determinanten 0 sein miissen. Dank der vielen Eintrége gleich 0, ldsst sich fiir C7; und
C12 gut die Regel von Sarrus anwenden (oder eine weitere Laplacesche Entwicklung, was auf das Gleiche

hinauslauft):

det(Ch1) = agabi1bag — aabiobar = a2 (b11baz — b12ba1) = agz det(B),
det(C12) = ag1b11b2z — az1b12ba1 = a21(b11ba2 — b12b21) = aoy det(B).

Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz haben wir nun

det(C) = C11 det(Cu) — C12 det(Clg) + C13 det(Cld) — C14 det(C’14)

= a11022 det(B) — a12021 det(B)
= (a11a22 — a12a21) det(B)
= det(A) det(B).

Insbesondere ist det(C) # 0 genau dann, wenn det(A) # 0 und det(B) # 0. Das heisst, C' ist invertierbar

genau dann, wenn sowohl A als auch B invertierbar ist.
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(b) (Optional) Wir bemerken zunéchst, dass geméss der letzten Teilaufgabe sowohl A als auch B invertierbar
ist. Dem Hinweis folgend iiberpriifen wir, dass aufgrund der Blockform gilt:

x1 aiy a2 0 0 1 a11%1 + a12T2 A <I1
o %2 | 2 |ar ax 0 0 Ty | _ | e2iwy +agwe | _ T2
Y1 0 0 b1 b2 Y1 b11y1 + b12y2 B(®
Y2 0 0 ba b2 Y2 b21y1 + baoy2 Y2

Die Matrix C' wendet also auf die ersten zwei Komponenten die Matrix A an und auf die letzten zwei
Komponenten die Matrix B. Umgekehrt haben die ersten zwei Komponenten nichts mit B zu tun und die
letzten zwei Komponenten nichts mit A zu tun. Wir machen fiir die Inverse von C' daher den Ansatz

azz —aio 0 0
A-1 0 0 det(A)  det(A)
o1 0 0| | @t et 0 0
10 0 o 0 0 ba —b12 ’
B! det(B) det(B)
0 0 0 0 —boy bi1

det(B)  det(B)

Wie in der oberen Rechnung erhalten wir

w1 A_l (wl) I
o1 w2 _ w2 —. T2
Z1 B-1 21 hn
29 z9 Y2

Insbesondere gilt

w1 A-1 (w1> AA-1 <w1> w1
folomt w2 | _ C w2 _ w2 _ | w2
21 Bil 21 BBil Z1 21
Z9 Z9 ) 92

Also ist CC~! tatséchlich die Einheitsmatrix.

Bemerkung: Wir konnen eine Blockmatrix wie C' auch in einer Matrix-Blockform darstellen:
A 0
(0 5),
wobei hier 0 fiir eine 2 x 2-Matrix mir nur Nullen steht. Fiir zwei solche Blockmatrizen gilt
A0 Ay 0\  [AiA 0
0 Bl 0 Bg B 0 BlBQ ’

Hier muss man nun daran denken, dass A;As und B; By Matrixmultiplikationen sind! Mit dieser Schreib-
weise ist es anschaulich, dass C~! obige Gestalt haben muss, denn

A 0\ (A1 0\ [AA' 0
o B)J\o B)~"\ o BB
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Multiple Choice

1. Ergebnis: (c).

1 11 l.(l_L)
¢ HEH-(En
= 1 (1 11
7 1 (2-g)+
1 (;,L
:<q i 21)
VoG
(1 (11>>
— T T V2
1
1 1
_Y(=—%
T 1

2. Ergebnis: (b).
Die Matrix B ist invertierbar, da wir mit Laplace berechnen konnen:

det(B) = 1-det(A) = a® +b* # 0, da (a,b) # (0,0).
Ferner gilt

S
|
S
o

0 a’ + b?
ol=( ... ... ...|+B
1

)
o
—

3. Ergebnis: (a).

[\

a

o O

1
Wir berechnen A2 =A- A= 0 . Das schliesst schon die Antworten (b), (¢) und (d) aus.
0

(=
[\v]

1
0
Bemerkung: Um zu sehen, dass (a) tatsdchlich die richtige Antwort fiir allgemeines n liefert, fithren wir
vollstandige Induktion durch:

Angenommen
1 (n—1)a 0
Avt=1 o0 1 0 ,
0 0 b(n—1)

dann erhalten wir via Matrixmultiplikation

o o

1
Ar=4"t A= 0 1
0 0

o
3

Dies bestétigt unsere Induktionsannahme und die Richtigkeit von (a) zugleich.

FS 2023 5



m Mathematik II

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Prof. Dr. E. W. Farkas
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Selim Gatti

4. Ergebnis: (b).
Wir sehen mit Matrixmultiplikation und den Additionstheoremen (%) fiir a = b = ¢ im Hinweis, dass
cos?(¢) —sin®(¢) —2cos(¢)sin(p) 0 " cos(2¢) —sin(2¢) 0
A2 =A-A=| 2cos(¢)sin(¢) cos?*(¢) —sin®(¢p) 0] = | sin(2¢) cos(2¢) 0
0 0 1 0 0 1

und damit o = 2¢.
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